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Odnimi iz osnovnyh ponti$i sovremenno$i differencial~no$i geo-
metrii vlts ponti rassloeni i svznosti. Teori ras-
sloeni$i i svznoste$i na nih voznikla i stala aktivno razvivat~s
v pervo$i polovine proxlogo veka. Pontie rassloeni vlets
estestvennym i organiqnym obobweniem tako$i struktury na dif-
ferenciruemom mnogoobrazii, kak sovokupnost~ vseh kasatel~nyh
prostranstv togo mnogoobrazi. Tak kak struktura kasatel~nogo
prostranstva k mnogoobrazi v nekotoro$i toqke zavisit ot to$i
toqki, my prihodim estestvennym obrazom k ponti slo ras-
sloeni, kotory$i v sluqae kasatel~nyh prostranstv vlets ko-
neqnomernym vektornym prostranstvom. Obobwenie to$i konstruk-
cii privodit nas k ponti vektornogo rassloeni. Ne stol~ oqe-
vidnym obobweniem to$i konstrukcii vlets pontie glavnogo
rassloeni, kogda, neskol~ko uprowa situaci, mono sqitat~,
qto sloem vlets gruppa Li. Odnako, imenno glavnye rassloeni
okazalis~ adekvatnym geometriqeskim formalizmom dl opisani
kalibrovoqnyh teori$i pole$i. Primerom kalibrovoqnogo pol mo-
et sluit~ lektromagnitnoe pole, hot v tom sluqae kalibro-
voqna struktura ne igraet osobo$i roli v teorii, tak kak kalib-
rovoqna gruppa abeleva. Perva neabeleva kalibrovoqna teori
s kalibrovoqno$i gruppo$i SU(2) byla postroena v 50-h godah pro-
xlogo veka v rabote Q. nga i R. Millsa [16]. Poze vysnilos~,
qto ta teori opisyvaet sil~nye vzaimode$istvi medu qasti-
cami v drah atomov. Vdal~ne$ixem byli postroeny i drugie ka-
librovoqnye teorii pol. Teori kalibrovoqnyh pole$i okaza-
las~ nastol~ko uspexno$i, qto pozvolila postroit~ obedine¨nnu
teori lektromagnitnyh i slabyh vzaimode$istvi$i.
Pontie svznosti voznikaet iz zadaqi parallel~nogo perenosa
kasatel~nogo vektora k mnogoobrazi vdol~ nekotoro$i krivo$i. V
terminah sovremenno$i teorii glavnyh rassloeni$i svznost~ moet
byt~ opredelena libo s pomow~ gorizontal~nogo raspredeleni
v kasatel~nyh prostranstvah rassloeni$i, libo s pomow~ formy
svznosti. Na vektornom rassloenii svznost~ opredelets s po-
mow~ kovariantnogo differencirovani. V 80-h godah proxlogo
veka D. Kuillen [14] predloil takoe obobwenie ponti svznosti
na vektornom rassloenii, kotoroe ispol~zuet struktury superal-
gebr i superprostranstv. to obobwenie bylo nazvano supersvz-
nost~. Sleduet otmetit~, qto v stat~e D. Kuillena [14] super-
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svznost~ byla ispol~zovana dl postroeni obobwe¨nnogo harakte-
ristiqeskogo klassa Toma vektornogo rassloeni. Odnako, to po-
ntie okazalos~ plodotvornym i v drugih oblasth matematiki i
teorii pol. Okazalos~, qto supersvznost~ moet byt~ ispol~zo-
vana v issledovanih geometriqeskih struktur topologiqeskih teo-
ri$i pol. Perva topologiqeska teori pol byla postroena .
Vittenom v stat~e [15]. Bazovym prostranstvom to$i teorii vl-
ets 4-h mernoe rimanovo mnogoobrazie. Lagranian to$i teorii
obladaet BRST-supersimmetrie$i i potomu kvantova teori byla
postroena . Vittenom na osnove BRST-kvantovani. Krome togo,
im bylo pokazano, qto korrelcionnye funkcii kvantovo$i teorii
ne zavist ot rimanovo$i metriki bazovogo mnogoobrazi i sov-
padat s horoxo izvestnymi invariantami Donal~dsona [13] 4-h
mernyh mnogoobrazi$i. Poze M. At~ i L. Deffri v stat~e
[11] pokazali, qto lagranian topologiqesko$i teorii pol moet
byt~ poluqen iz formy obobwe¨nnogo klassa Toma, esli rassmotret~
ego v sluqae beskoneqnomernogo glavnogo rassloeni neprivodimyh
svznoste$i. Sleduet otmetit~, qto strukturno$i gruppo$i togo ras-
sloeni vlets beskoneqnomerna gruppa Li kalibrovoqnyh pre-
obrazovani$i. Iz raboty M. At~i i L. Deffri sledovalo, qto
adekvatnym geometriqeskim formalizmom topologiqesko$i teorii
pol vlets formalizm supersvznoste$i. V danno$i dissertacii,
sledu geometriqeskomu podhodu At~i–Deffri, my pokazyvaem,
qto v osnove BRST-supersimmetrii lagraniana topologiqesko$i
teorii pol leit todestvo B~nki dl krivizny nekotoro$i su-
persvznosti (glava III). My pokazyvaem, kakim obrazom operator
BRST-supersimmetrii moet byt~ vyveden iz todestva B~nki.
Pervye dve glavy danno$i raboty vlts referativnymi i
napisany v bol~xe$i qasti na osnove knig [2], [12]. V pervo$i glave
opisany glavnye tipy rassloeni$i, t.e. vektornoe rassloenie i
glavnoe rassloenie, priqe¨m dokazyvaets, qto kady$i slo$i glav-
nogo rassloeni diffeomorfen gruppe Li. Pokazano, kakim obra-
zom stroits associirovannoe rassloenie k dannomu glavnomu ras-
sloeni, esli imeets koneqnomernoe predstavlenie strukturno$i
gruppy. V kaqestve primerov rassmotreny rassloeni reperov i
kasatel~noe rassloenie k dannomu mnogoobrazi. Privodts neko-
torye operacii nad rassloenimi, s pomow~ kotoryh mono iz
odnih rassloeni$i postroit~ drugie. Krome togo, v pervo$i glave
privodits opisanie horoxo izvestnyh differencial~no-geomet-
riqeskih struktur takih, kak differencial~nye formy i ih vnex-
nie diiferencirovani, proizvodna Li, kompleks de Rama i grup-
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py kogomologi$i gladkogo mnogoobrazi. Perva glava zakanqivaet-
s takimi pontimi, kak vertikal~ny$i vektor, kvivariantnye
rassloeni, kvivariantnye otobraeni i differencial~nye for-
my so znaqenimi v rassloenii.
Vo vtroro$i glave izlagaets teori svznoste$i na rassloenih.
ta teori opisyvaet te otobraeni medu slomi rassloeni,
kotorye sluat obobweniem parall~nogo perenosa vektorov. V
rabote privodits dva kvivalentnyh opredeleni svznosti, odno
iz kotoryh baziruets na pontii raspredeleni gorizontal~nyh
podprostranstv v kasatel~nom prostranstve, a drugoe na pontii
1–formy svznosti. Bolee podrobno opisyvaets forma svznosti
i ee¨ forma krivizny na glavnyh rassloenih. Krome togo, oprede-
leno pontie kovariantnogo differencirovani na vektornom ras-
sloenii i ustanavleno sootnoxenie medu formo$i svznosti na
glavnom rassloenii i kovariantnym differencirovaniem na soot-
vetstvuwem associirovannom rassloenii. Zatem opisyvats pa-
rallel~ny$i perenos sloe¨v rassloeni vdol~ nekotoro$i krivo$i i
svznosti na kasatel~nom rassloenii — affinnye svznosti i ih
kruqeni. V poslednem paragrafe rassmatrivats takie ponti,
kak rimanova struktura na gladkom mnogoobrazii, svznost~ Levi-
Qivita i rimanova krivizna.
V tret~e$i glave prede vsego dats opredeleni takih pon-
ti$i, kak superprostranstvo i superalgebra. Opisyvats neko-
torye primery superalgebr, takie kak algebra Grassmana i al-
gebra Klifforda. Privodits koncepci supersvznosti, pred-
loenna Kuillenom. Vtoro$i paragraf napisan na osnove stat~i
[10] i soderit osnovno$i rezul~tat danno$i dissertacii: pokazyvaet-
s, qto lagranian topologiqesko$i teorii pol na 4-h mernom mno-
goobrazii moet byt~ vyveden iz todestva B~nki dl krivizny
nekotoro$i supersvznosti, tem samym my polagaem, qto BRST-su-
persimmetri dannogo lagraniana moet byt~ poluqena iz neko-
toro$i supersvznosti, esli rassmatrivat~ ee¨ kak operator, de$i-




 1. Pontie rassloeni.
Pust~ pi : E //M gladkoe otobraenie mnogoobrazi E na mno-
goobrazie M.
Opredelenie 1.1. Tro$ika (E , pi,M) nazyvaets rassloeniem so stan-
dartnym sloem E nad M, gde E — gladkoe mnogoobrazie, esli
(a) suwestvuet pokrytie mnogoobraziM otkrytymi mnoestva-
mi, t.e. na$ide¨ts takoe seme$istvo otkrytyh mnoestv {Ui}i∈J , gde J
nekotoroe mnoestvo indeksov, qto Ui ⊂M, M =
⋃
i∈J Ui;
(b) dl kadogo i ∈ J suwestvuet diffeomorfizm
φi : pi
−1(Ui) // Ui × E
tako$i,
qto pi|pi−1(Ui) = pr ◦ φi, gde pr : Ui × E // Ui proekci na pervy$i
somnoitel~, t.e. pr(x, y) = x, gde x ∈ Ui, y ∈ E.
Dl rassloeni (E , pi,M) mnogoobrazie E nazyvat prostranst-
vom rassloeni, M — bazo$i togo rassloeni, a pi — proekcie$i pros-
transtva rassloeni na bazu. Pust~ x nekotora toqka mnogoob-
razi M. Para {Ui, φi}, gde i ∈ J, x ∈ Ui nazyvaets lokal~no$i tri-
vializacie$i rassloeni v okrestnosti toqki x. Rassloenie (E , pi,M)
nazyvaets trivial~nym rassloeniem nad M, esli E = M × E, v
tom sluqae ∀x ∈ M, ∀y ∈ E imeem pi(x, y) = x. V dal~ne$ixem dl
oboznaqeni rassloeni nardu s tro$iko$i (E , pi,M) my budem is-
pol~zovat~ simvol, oboznaqawi$i prostranstvo rassloeni, t.e. E .
Soglasno opredeleni 1.1,
pi(φ−1i (x, y)) = x, ∀i ∈ J, ∀x ∈ Ui, ∀y ∈ E.
Proobraz pi−1(x) ⊂ E toqki x ∈ M nazyvaets sloem rassloeni E
nad toqko$i x i iz opredeleni 1.1 sleduet, qto kady$i slo$i dif-
feomorfen standartnomu slo E.
Dl dvuh lokal~nyh trivializaci$i {Ui, φi}, {Uj, φj} v okrest-
nosti toqki x diffeomorfizmy φj ◦φ−1i : (Ui∩Uj)×E // (Ui∩Uj)×E
porodat otobraeni
gij : Ui ∩ Uj //Diff(E),
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t.e. gladkie otobraeni Ui ∩ Uj v gruppu gladkih preobrazovani$i
slo E. Seme$istvo otobraeni$i {gij}i,j∈J nazyvaets funkcimi pe-
rehoda rassloeni (E , pi,M), podqine¨nnymi pokryti {Ui}i∈J . Dl
funkci$i perehoda imeet mesto uslovie kocikla
gij ◦ gjk ◦ gki = idE, ∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅,
gde idE : E // E todestvennoe preobrazovanie standartnogo slo
E.
Opredelenie 1.2. Rassloenie (E , pi,M) nazyvaets vektornym ras-
sloeniem, esli ego standartny$i slo$i E vlets vektornym pro-
stranstvom i diffeomorfizmy φi mono vybrat~ tak, qto diffeo-
morfizmy φj ◦ φ−1i : (Ui ∩ Uj)×E // (Ui ∩ Uj)×E budut obratimymi
line$inymi preobrazovanimi vektornogo prostranstva E (t.e. izo-
morfizmami).
Seqeniem s vektornogo rassloeni (E , pi,M) nazyvaets otobra-
enie s : M // E takoe, qto pi ◦ s(x) = x, ∀x ∈ M. to znaqit,
qto seqenie otobraaet toqku prostranstva bazy v slo$i nad to$i
toqko$i. Simvolom Γ(M, E) budet oboznaqat~s prostranstvo vseh
gladkih seqeni$i rassloeni E .
Pust~ zadano gladkoe otobraenie φ mnogoobrazi M v drugoe
mnogoobrazie N i pust~ (E , pi,N) vektornoe rassloenie nad mnogo-
obraziem N. Opixem konstrukci, pozvolwu perenesti struk-
turu rassloeni E s mnogoobrazi N na mnogoobrazie M. Oprede-
lim otobraenie pi′ :M × E //M ×N formulo$i pi′(x, ν) = (x, pi(ν)),
gde x ∈M, ν ∈ E . Ne slono ubedits, qto pi′ vlets gladkim oto-
braeniem i ono opredelet strukturu vektornogo rassloeni na
M × E nad M × N. Opredelim podmnogoobrazi φ∗E mnogoobrazi
M × E sleduwe$i formulo$i:
φ∗E = {(x, ν) ∈M × E : x ∈M, ν ∈ Eφ(x)} ⊂M × E .
Legko zametit~, qto φ∗E vlets ograniqeniem vektornogo ras-
sloeni M × E na podmnogoobrazie Γ(φ) = {(x, φ(x)) ∈ M × N}, ko-
toroe estestvennym obrazom otodestvlets s M. Otsda sleduet,
qto φ∗E vlets vektornym rassloeniem nad M i to rassloe-
nie nazyvaets vektornym rassloeniem nad M, poluqennym pereno-
som prostranstva rassloeni E s N na M. Pri tom imeem oto-
braenie φ∗, kotoroe kadomu gladkomu seqeni vektornogo ras-
sloeni E sopostavlet seqenie inducirovannogo rassloeni φ∗E ,
t.e. φ∗ : Γ(N, E) // Γ(M,φ∗E), gde
φ∗s(x) = (x, s(φ(x))), x ∈M, s ∈ Γ(N, E).
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 2. Glavnye rassloeni.
Sredi rassloeni$i osoboe znaqenie imet glavnye rassloeni.
Qtoby vvesti opredelenie glavnogo rassloeni rassmotrim neob-
hodimye dl togo ponti.
Govorits, qto gruppa Li G de$istvuet sprava na mnogoobrazii
M, esli vypolnts sleduwie uslovi:
1) kady$i lement g ∈ G induciruet gladkoe preobrazovanie
Rg :M //M, oboznaqaemoe Rgx = x · g, gde x ∈M ;
2) M ×G 3 (x, g) 7→ x · g ∈M est~ gladkoe otobraenie;
3) x · (gh) = (x · g) · h dl vseh g, h ∈ G i x ∈M.
Gruppa Li G de$istvuet sleva na mnogoobrazii M, esli my pixem
g · x = Lgx i predpolagaem (gh) · x = g · (h · x) vmesto uslovi 3.
Gruppa Li G de$istvuet svobodno, esli iz togo, qto Rgx = x dl
nekotorogo x sleduet, qto g = e. Govorits, qto de$istvie gruppy
Li G na mnogoobrazii M tranzitivno, esli dl lbo$i pary toqek
x i y iz M na$ide¨ts tako$i lement g gruppy G, qto Rgx = y. Orbito$i
gruppy Li G, prohodwe$i qerez toqku x ∈M, nazyvaets mnoestvo
Ox = {y ∈M : y = Rgx, g ∈ G}.
Opredelenie 1.3. Glavnym rassloeniem so strukturno$i gruppo$i
G nazyvaets rassloenie (P, pi,M) so standartnym sloem G, gde G
gruppa Li, na kotorom opredeleno pravoe de$istvie gruppy Li G,
t.e. P ×G // P, priqe¨m to de$istvie
1) soglasovano so strukturo$i rassloeni usloviem
pi(pg) = pi(p) dl vseh p ∈ P i g ∈ G
i bazovoe mnogoobrazie M = P/G;
2) svobodno i tranzitivno;
3) soglasovano s lokal~no$i trivializacie$i rassloeni, t.e. dl
lbo$i lokal~no$i trivializacii rassloeni {φi, Ui}i∈J , gde
φi : pi
−1(Ui) // Ui ×G, imeet mesto:
esli φi(p) = (pi(p), g), to φi(p · g′) = (pi(p), g · g′), ∀p ∈ P, ∀g, g′ ∈ G.
Pust~ zadana gruppa Li G i mnogoobrazie M. Opredelim de$i-
stvie gruppy G na trivial~nom rassloenii P =M ×G sleduwim
obrazom: dl kadogo h ∈ G otobraenie Rh perevodit (x, g) ∈M×G
v (x, gh) ∈M ×G. Trivial~noe rassloenie P =M ×G, otnositel~no
takim obrazom opredele¨nnogo pravogo de$istvi gruppy G, stanovit-
s glavnym rassloeniem, kotoroe nazyvaets trivial~nym glavnym
rassloeniem.
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Predloenie 1.4. Kady$i slo$i glavnogo rassloeni (P, pi,M)
diffeomorfen gruppe G.
Dokazatel~stvo. Pokaem, qto dl lbo$i toqki x0 ∈ M, slo$i
pi−1(x0) ⊂ P nad to$i toqko$i diffeomorfen gruppe G. Vyberem p0 ∈
∈ pi−1(x0). Postroim otobraenie µ : G −→ P sleduwim obra-
zom µ(g) = p0 · g. Imeem dl lbogo g ∈ G : pi(µ(g)) = pi(p0 · g) =
= pi(p0) = x0, otkuda sleduet, qto dl kadogo lementa g ∈ G
µ(g) ∈ pi−1(x0), t.e. µ : G −→ pi−1(x0). Pokaem, qto to otobrae-
nie gladkoe. De$istvitel~no, otobraenie µ est~ qastny$i sluqa$i
otobraeni P × G −→ P, inducirovannogo de$istviem gruppy G,
pri fiksirovannom p (v dannom sluqae p = p0) i proizvol~nom g, i,
tak kak otobraenie P ×G −→ P gladkoe, otobraenie µ toe glad-
koe. Pokaem, qto µ srektivnoe otobraenie, t. e. ∀p ∈ pi−1(x0)
∃g ∈ G takoe, qto µ(g) = p. V silu tranzitivnosti de$istvi dl
pary (p0, p) na$ide¨ts g ∈ G tako$i, qto p = p0 · g. Sledovatel~no,
µ(g) = p0 · g = p. Pokaem, qto µ vzaimno-odnoznaqnoe otobrae-
nie. Predpoloim obratnoe, qto µ(g) = p, µ(g′) = p′, gde p = p′,
no g 6= g′. Togda µ(g) = µ(g′) ⇒ p0 · g = p0 · g′ ⇒ p0 = p0 · (g′g−1). V
silu svobodnosti de$istvi g′g−1 = e, otkuda g′ = g, qto protivore-
qit predpoloennomu ranee g 6= g′. Znaqit, otobraenie µ vzaimno-
odnoznaqno. Summiru, poluqaem, qto µ biekci. Pokaem teper~,
qto i obratnoe otobraenie µ−1 budet gladkim. Pust~ {φi, Ui}i∈J
lokal~na trivializaci rassloeni i x0 ∈ Ui, p0 ∈ pi−1(x0), p = p0 ·g.
Togda φi(p0) = (x0, g0) i φi(p) = φi(p0 · g) = (x0, g0g). Imeem µ−1 =
= Lg−10 ◦ pr2 ◦ φi, gde Lg−10 : G −→ G, Lg−10 (g) = g
−1
0 g i pr2 : Ui × G −→ G.
De$istvitel~no, µ−1(p) = g i Lg−10 ◦ pr2 ◦ φi(p) = Lg−10 ◦ pr2(x0, g0g) =
= Lg−10 (g0g) = (g
−1
0 g0)g = g. Tak kak µ
−1 predstavleno v vide kompo-
zicii gladkih otobraeni$i, ono vlets gladkim.¤
 3. Associirovannye rassloeni.
Rassmotrim glavnoe rassloenie (P, pi,M) so strukturno$i gruppo$i
G. Pust~ E — vektornoe prostranstvo, na kotorom gruppa Li G
de$istvuet sleva, inaqe govor, G × E 3 (g, x) → g · x ∈ E. Pri fik-
sirovannom g poluqaem diffeomorfizm x → g · x prostranstva E.
Takim obrazom, levoe de$istvie gruppy Li G na vektornom pro-
stranstve E porodaet gomomorfizm ρ : G // Diff(E) gruppy Li
G v gruppu diffeomorfizmov prostranstva E. tot gomomorfizm
take nazyvat predstavleniem gruppy G diffeomorfizmami pro-
stranstva E. Sledovatel~no, levoe de$istvie gruppy Li G na pro-
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stranstve E induciruet ee¨ predstavlenie diffeomorfizmami pro-
stranstva E. V qastnom sluqae line$inyh preobrzovani$i govort,
qto dano predstavlenie gruppy G nevyrodennymi line$inymi pre-
obrazovanimi prostranstva E. V tom sluqae my imeem gomomor-
fizm gruppy Li G v gruppu Li GL(E), t.e. ρ : G −→ GL(E), gde
GL(E) – gruppa nevyrodennyh line$inyh preobrazovani$i vektor-
nogo prostranstva E. Ishod iz levogo de$istvi gruppy Li G na E,
postroim vektornoe rassloenie nad M, associirovannoe s (P, pi,M)
so standartnym sloem E. Dl togo na prmom proizvedenii mno-
goobrazi$i P×E = {(p, x) | p ∈ P, x ∈ E} opredelim de$istvie G sprava
formulo$i
(p, x) ∈ P × E g // (p · g, g−1 · x) ∈ P × E.
Faktorprostranstvo (P × E)/G otnositel~no takim obrazom opre-
dele¨nnogo de$istvi gruppy G oboznaqim qerez F, t.e. F = (P×E)/G.
Sledovatel~no, (p, x) ∼ (p′, x′), esli na$ide¨ts lement g ∈ G tako$i,
qto
p · g = p′, ρ(g−1)x = g−1 · x = x′, ∀p, p′ ∈ P, ∀x, x′ ∈ E.
Proverim, de$istvitel~no li vvede¨nnoe nami otnoxenie, udovletvo-
ret uslovim otnoxeni kvivalentnosti:
i) refleksivnost~: (p, x) ∼ (p, x) dl lbyh p ∈ P, x ∈ E, tak kak v
sluqae ediniqnogo lementa e ∈ G vypolnets p · e = p i e−1 · x = x;
ii) simmetriqnost~: pokaem, qto iz togo, qto (p, x) ∼ (p′, x′), sle-
duet (p′, x′) ∼ (p, x), ∀p, p′ ∈ P, ∀x, x′ ∈ E. Po zadannym uslovim
∃g ∈ G : p · g = p′ i g−1 · x = x′. Vyraziv otsda p i x, poluqim
p = p′ · g−1 i x = g · x′. Sledovatel~no, (p′, x′) ∼ (p, x), poskol~ku
∃g−1 ∈ G : p′ · g−1 = p i g · x′ = x;
iii) tranzitivnost~: pokaem, qto esli (p, x) ∼ (p′, x′) i (p′, x′) ∼
∼ (p′′, x′′), to (p, x) ∼ (p′′, x′′), ∀p, p′, p′′ ∈ P, ∀x, x′, x′′ ∈ E. Po naxim
uslovim
∃g ∈ G : p · g = p′ i g−1 · x = x′,
∃h ∈ G : p′ · h = p′′ i h−1 · x′ = x′′.
Pokaem, qto lement gh ∈ G perevodit paru (p, x) v (p′′, x′′), t.e.
p · (gh) = p′′, (gh)−1 ·x = x′′. Otsda budet sledovat~ (p, x) ∼ (p′′, x′′). V
silu aksiom pravogo de$istvi gruppy, poluqim
p · (gh) = (p · g)h = p′ · h = p′′.
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Teper~ pokaem, qto (gh)−1 · x = x′′. Ispol~zu aksiomy pravogo
de$istvi gruppy i to, qto (gh)−1 = h−1g−1, poluqim
(gh)−1 · x = (h−1g−1) · x = h−1(g−1 · x) = h−1 · x′ = x′′.
Oboznaqim toqku faktorprostranstva F = (P × E)/G, sootvet-
stvuwu pare (p, x), qerez [p, x]. Opredelim proekci piF : F = (P×
×E)/G //M faktorprostranstva F na mnogoobrazie M formulo$i
piF ([p, x]) = pi(p), ∀p ∈ P, ∀x ∈ E.
Neslono pokazat~, qto dannoe opredelenie vlets korrektnym.
De$istvitel~no,
piF ([p · g, g−1x]) = pi(p · g) = pi(p).
Takim obrazom my poluqili vektornoe rassloenie (F, piF ,M) nad
bazo$i M so standartnym sloem E, associirovannoe s glavnym ras-
sloeniem (P, pi,M).
Na osnove to$i konstrukcii my smoem v dal~ne$ixem dl ka-
dogo glavnogo rassloeni postroit~ klass associirovannyh s nim
rassloeni$i. Potomu mnogie voprosy kasawies rassloeni$i svo-
dts k izuqeni sootvetstvuwih glavnyh rassloeni$i.
 4. Rassloenie reperov.
V dannom paragrafe my rassmotrim primer glavnogo rassloe-
ni, nazyvaemogo rassloeniem reperov, i na osnove predyduwego
paragrafa postroim associirovannoe s nim kasatel~noe rassloe-
nie.
Pust~ M — mnogoobrazie razmernosti n i x ∈ M. Vvede¨m sle-
duwie oboznaqeni: TxM — kasatel~noe prostranstvo k M v toqke
x; {e}x = {e1(x), . . . , en(x)} — bazis kasatel~nogo prostranstva v toq-
ke x. Qerez R(M) =
⋃
x∈M(x, {e}x) oboznaqim mnoestvo vseh reperov
kasatel~nogo prostranstva vo vseh toqkah M. Pust~ pi — proek-
ci iz R(M) na M, kotora otobraaet reper v toqke x v x, t.e.
pi((x, {e}x)) = x. Poskol~ku mnogoobrzie M vlets topologiqeskim
prostranstvom, proekci pi induciruet topologi na R(M). Poka-
em, qto R(M) vlets gladkim mnogoobraziem. Dl togo vvede¨m
na R(M) differenciruemu strukturu. Pust~ {(Ui, φi)}i∈J — glad-
ki$i atlas na mnogoobrazii M, gde φi : Ui // Rn, i (x1, . . . , xn) —
lokal~nye koordinaty karty (Ui, φi). V kasatel~nom prostranstve
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TxM, x ∈ Ui, imeem standartny$i bazis { ∂∂x1 , . . . , ∂∂xn}. Pust~ (x, {e}x)
— toqka prostranstva R(M), gde x ∈ Ui. Togda kady$i reper v






, gde (Xji ) nevyrodenna matrica i v formule is-
pol~zuets pravilo $inxte$ina summirovani po povtorwims
indeksam. Postroim na prostranstve R(M) nabor lokal~nyh ko-
ordinatnyh kart sleduwim obrazom: v kaqestve lokal~nyh koor-
dinat toqki (x, {e}x), gde x ∈ Ui voz~me¨m nabor qisel (x1, . . . xn, Xji ),
i, j = 1, . . . , n. Neslono pokazat~, qto funkcii perehoda takim obra-
zom postroennyh lokal~nyh kart, budut gladkimi. Sledovatel~no,
tot nabor lokal~nyh kart budet gladkim atlasom na prostranstve
R(M), t.e. R(M) — gladkoe mnogoobrazie razmernosti n+ n2.
Opredelim pravoe de$istvie gruppy GL(n;R) na R(M) formulo$i
(x, {e}x) · g = (x, {e · g}x), (1)
gde (x, {e}x) — reper prostranstva TxM v toqke x, g = (gij) ∈ GL(n;R),
a e · g oznaqaet perehod ot odnogo bazisa {e}x k novomu bazisu
prostranstva TxM s pomow~ matricy perehoda g. Esli {e}x =
= {e1(x), . . . , en(x)}, to i−ty$i vektor bazisa {e · g}x = {e′1(x), . . . , e′n(x)}




V matriqnom vide formula (2) budet imet~ vid e′ = e · g, gde
e = (e1(x) . . . en(x)), e
′ = (e′1(x) . . . e
′
n(x)), g =
 g11 . . . g1n. . . . . . . . .




Pokaem, qto (1) de$istvitel~no vlets pravym de$istviem gruppy
GL(n;R) na mnogoobrazii R(M).
(1) Kady$i lement g ∈ G induciruet preobrazovanie v R(M),
imewee vid (x, {e}x) 7→ (x, {e · g}x), gde x ∈ M, poskol~ku, soglasno
formule (2) (x, {e · g}x) take vlets reperom kasatel~nogo pro-
stranstva v toqke x.
(2) Pokaem, qto preobrazovanie (x, {e}x) 7→ (x, {e · g}x) budet
gladkim. Lokal~nymi koordinatami toqek (x, {e}x) i (x, {e ·g}x) mno-
goobrazi R(M) budut sootvetstvenno (xm, X lj), (x























Sledovatel~no, preobrazovani koordinat vygldt sleduwim ob-
razom:





Poskol~ku dannye preobrazovani line$inye, to preobrazovanie
(x, {e}x) 7→ (x, {e · g}x) budet gladkim.
(3) Pokaem teper~, qto vypolnets i tret~e uslovie oprede-
leni pravogo de$istvi gruppy. Zapixem v matriqnom vide e·(gh) =
= (e · g) · h, gde e = (e1(x) . . . en(x)) i g, h – nevyrodennye kvadratnye
matricy razmernosti n. Kak vidno, poslednee uslovie vypolnets
v silu associativnosti umnoeni matric.
Teper~ legko proverit~, qto (R(M), pi,M) — glavnoe rassloenie
so strukturno$i gruppo$i GL(n;R). De$istvitel~no, de$istvie gruppy
GL(n;R) na mnogoobrazii R(M) opredeleno takim obrazom, qto dl
otobraeni pi : R(M) −→M imeet mesto
pi((x, {e}x) · g) = pi((x, {e · g}x)) = x = pi((x, {e}x)),
dl lbogo g ∈ G i lbo$i toqki (x, {e}x) ∈ R(M), qto pokazyvaet so-
glasovannost~ de$istvi gruppy so strukturo$i rassloeni. K tomu
e mnogoobrazie M vlets faktorprostranstvom dl R(M) po
otnoxeni kvivalentnosti, inducirovannomu de$istviem gruppy
GL(n;R). Strukturna gruppa GL(n;R) de$istvuet na R(M) svobodno,
poskol~ku, esli v nekotoro$i toqke (x, {e}x) ∈ R(M) imeet mesto
(x, {e · g}x) = (x, {e}x), to g ∈ GL(n;R) — ediniqan matrica gruppy
GL(n;R). Tranzitivnost~ de$istvi (1) vytekaet iz teorii vek-
tornyh prostranstv, v kotoro$i dokazyvaets, qto dl dvuh pro-
izvol~nyh bazisov koneqnomernogo vektornogo prostranstva vsegda
na$idets nevyrodenna matrica, kotora sluit matrice$i pere-
hoda ot odnogo bazisa k drugomu. Mono pokazat~, qto vypolnet-
s i uslovie 3 opredeleni 1.3, t.e. dl lbo$i lokal~no$i tri-
vializacii mnogoobrazi R(M) vypolnets uslovie soglasovan-
nosti s de$istviem gruppy GL(n;R). Takim obrazom pokazano, qto
R(M) vlets glavnym rassloeniem nad bazo$i M so strukturno$i
gruppo$i GL(n;R).
Glavnoe rassloenie (R(M), pi,M) nazyvaets rassloeniem reperov
nad bao$i M. Zametim, qto reper (x, {e}x) moet byt~ opredele¨n
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kak nevyrodennoe line$inoe otobraenie iz Rn v TxM. Rassmotrim
levoe de$istvie gruppy GL(n;R) na Rn i postroim rassloenie, as-
sociirovannoe s rassloeniem reperov (R(M), pi,M), so standartnym
sloem Rn. Dl togo na proizvedenii mnogoobrazi$i R(M)× Rn =
= {((x, {e}x), v)}, gde (x, {e}x) reper kasatel~nogo prostranstva v toq-
ke x ∈ M , v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn opredelim pravoe de$istvie gruppy
GL(n;R) sleduwim obrazom: ((x, {e}x), v) · g = ((x, {e}x) · g, g−1v). So-
postavim toqke ((x, {e}x), v) prmogo proizvedeni R(M) × Rn kasa-
tel~ny$i vektor v k mnogoobrazi M v toqke x, gde v = viei(x) ∈
∈ TxM. Pokaem, qto tot vektor invarianten otnositel~no pravogo
de$istvi gruppy GL(n;R) na R(M)×Rn, t.e. toqke ((x, {e}x) · g, g−1v),
pri opisannom vyxe sopostavlenii, otveqaet tot e samy$i vektor
v. Soglasno formule (2), imeem e′i(x) = g
j
i ej(x). Oboznaqim qerez h
i
j







nekera. Togda (g−1v)i = hijv
j. Kasatel~ny$i vektor, sootvetstvuwi$i
toqke ((x, {e}x) · g, g−1v), postroim soglasno opisanno$i vyxe proce-
dure
hikv







Takim obrazom, invariantnot~ dannogo vektora otnositel~no de$i-
stvi gruppy GL(n;R) dokazana. Poluqim rassloenie TM = (R(M)×
×Rn)/GL(n,R) s bazo$i M. Sledovatel~no, rassloenie (TM, pi,M)
vlets vektornym rassloeniem, associirovannym s rassloeniem
reperov (R(M), pi,M), so standartnym sloem Rn, priqe¨m slo$i v TM
nad x ∈ M moet rassmatrivat~s kak TxM. Gladkimi seqenimi
dannogo rassloeni budet mnoestvo gladkih vektornyh pole$i na
M.
 5. Tenzorna algebra i tenzornye rassloeni.
V dannom paragrafe opisyvaets tenzornoe proizvedenie vek-
tornyh prostranstv, privodts ponti tenzora i tenzornogo po-
l. Krome togo, opisyvaets struktura tenzorno$i algebry, poro-
de¨nno$i vektornym prostranstvom. ti konstrukcii priments
dl postroeni tenzornyh rassloeni$i nad gladkim koneqnomernym
mnogoobraziem. Pri napisanii paragrafa ispol~zovalis~ mono-
grafii [2], [4].
Fiksiruem osnovnoe pole K, kotoroe budet de$istvitel~nym qi-
slovym polem R ili kompleksnym qislovym polem C. Rassmotrim
koneqnomernye vektornye prostranstva V1, . . . , Vr nad polem K. Oto-
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braenie f prmogo proizvedeni V1 × . . . × Vr v vektornoe pro-
stranstvo W nazyvaets poliline$inym, esli ono line$ino po ka-
domu peremennomu v otdel~nosti, t.e.
f(v1, . . . , avi + bui, vi+1, . . . , vr) = af(v1, . . . , vi, . . . , vr) +
+bf(v1, . . . , ui, . . . , vr),
gde a, b ∈ K. Naxe$i zadaqe$i vlets postroenie tenzornogo proiz-
vedeni r vektornyh prostranstv V1⊗ . . .⊗Vr. Dl togo neobhodimo
na$iti takoe vektornoe prostranstvo, kotoroe bylo by universal~no
otnositel~no poliline$inyh otobraeni$i proizvedeni V1 × . . .×
×Vr. Postroim vektornoe prostranstvo U i takoe poliline$inoe oto-
braenie
ψ : V1 × . . .× Vr −→ U,
qto dl lbogo poliline$inogo otobraeni f : V1 × . . . × Vr −→ W
suwestvuet edinstvennoe line$inoe otobraenie g : U −→ W takoe,
qto f = g◦ψ. Zametim, qto prostranstvo U i otobraenie ψ oprede-
leny s toqnost~ do izomorfizma [4]. Rassmotrim vektornoe pro-
stranstvo Lin(V1, . . . , Vr), bazisom kotorogo budet mnoestvo V1×. . .×
×Vr, t.e. svobodnoe vektornoe prostranstvo, porode¨nnoe koneq-
nymi line$inymi kombinacimi simvolov (v1, . . . , vr), gde vj ∈ Vj.
Pust~ R est~ vektornoe podprostranstvo v Lin(V1, . . . , Vr), porode¨n-
noe lementami vida
a(v1, . . . , vr)− (v1, . . . , avi, . . . , vr),
(v1, . . . , vi + ui, . . . , vr)− (v1, . . . , vi, . . . , vr)− (v1, . . . , ui, . . . , vr).
My polagaem, qto U = Lin(V1, . . . , Vr)/R i oboznaqaem dannoe pro-
stranstvo simvolom V1⊗ . . .⊗Vr, ono nazyvaets tenzornym proizve-
deniem prostranstv V1, . . . , Vr. Opredelim poliline$inoe otobrae-
nie ψ iz V1 × . . . × Vr v V1 ⊗ . . . ⊗ Vr, stav v sootvetstvie vektoru
(v1, . . . , vr) ∈ V1 × . . . × Vr ⊂ Lin(V1, . . . , Vr) ego klass smenosti po mo-
dul R. Sledovatel~no,
ψ(v1, . . . , vr) = v1 ⊗ . . .⊗ vr.
Prostranstvo U = V1⊗ . . .⊗Vr vmeste s poliline$inym otobraeniem
ψ universal~no otnositel~no poliline$inyh otobraeni$i.
Teper~ opredelim razliqnye tenzornye prostranstva nad fik-
sirovannym vektornym prostranstvom V razmernosti r. Oboznaqim
qerez V ∗ ego dual~noe vektornoe prostranstvo. Dl poloitel~no-
go celogo k nazove¨m V ⊗k = V ⊗ . . .⊗V (k raz tenzornoe proizvedenie)
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prostranstvom kontravariantnyh tenzorov stepeni k. Priqe¨m, pri
k = 0 poloim V ⊗0 = K. Analogiqno V ∗⊗l = V ∗⊗. . .⊗V ∗ (l raz tenzor-
noe proizvedenie) nazyvaets prostranstvom kovariantnyh ten-
zorov stepeni l. lementy tih prostranstv budem sootvetstvenno
nazyvat~ kontravariantnymi i kovariantnymi tenzorami. Dadim
dl dannyh tenzorov vyraeni otnositel~no bazisa {e1, . . . , er} vek-
tornogo prostranstva V, togda dual~ny$i bazis dl V ∗ oboznaqim
qerez {e∗1, . . . , e∗r}, gde e∗i(ej) = δij. Bazis {ei1 ⊗ . . .⊗ eik}, gde indeksy
i1, . . . ik nezavisimo probegat znaqeni ot 1 do r, budet bazisom
prostranstva kontravariantnyh tenzorov V ⊗k. Lbo$i kontravari-
antny$i tenzor t ∈ V ⊗k moet byt~ vyraen odnoznaqno v vide
t = ti1...ikei1 ⊗ . . .⊗ eik ,
gde ti1...ik nazyvats komponentami tenzora t otnositel~no bazisa
{e1, . . . , er}. Takim e obrazom moet byt~ vyraen i lbo$i kovari-
antny$i tenzor stepeni l :
s = sj1...jle
∗j1 ⊗ . . .⊗ e∗jl .
Pri zamene bazisa v V komponenty tenzorov preobrazuts po opre-
dele¨nnomu zakonu. Pust~ {f1, . . . , fr} drugo$i bazis v V, svzanny$i s
bazisom {e1, . . . , er} line$inym preobrazovaniem ei = Ajifj, gde (Aji )
nevyrodenna line$ina matrica pordka r. Sootvetstvuwa za-
mena dual~nyh bazisov v V ∗ zadae¨ts kak e∗i = Bijf
∗j, gde i = 1, . . . , r.
Zdes~ B = (Bij) est~ obratna matrica regulrno$i kvadratno$i ma-
tricy A = (Aij). Togda komponenty kontravariantnogo tenzora ste-
peni k, t.e. ti1...ik i t˜i1...ik otnositel~no bazisov {ei} i {fi} sootvet-
stvenno svzany formulo$i




Analogiqnym obrazom komponenty kovariantnogo tenzora s stepeni
l pri perehode ot odnogo bazisa dual~nogo prostranstva V ∗ k dru-




. . . Bjlil sj1...jl.
My opredelem tenzornoe prostranstvo kontravariantno$i stepeni
k i kovariantno$i stepeni l, (v dal~ne$ixem tenzornoe prostranstvo
tipa (k, l)), kak tenzornoe proizvedenie
V k,l = V ⊗k ⊗ V ∗⊗l = V ⊗ . . .⊗ V ⊗ V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗,
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gde k somnoitele$i V i l somnoitele$i V ∗. lement iz V ⊗k ⊗ V ∗⊗l
nazyvaets tenzorom tipa (k, l) ili tenzorom kontravariantno$i ste-
peni k i kovariantno$i stepeni l. V terminah bazisa {e1, . . . , er} v V
i dual~nogo bazisa {e∗1, . . . , e∗r} dl V ∗ kady$i tenzor t tipa (k, l)
moet byt~ vyraen odnoznaqno formulo$i
t = ti1...ikj1...jlei1 ⊗ . . .⊗ eik ⊗ e∗j1 ⊗ . . .⊗ e∗jl ,
gde ti1...ikj1...jl — komponenty tenzora t, otnositel~no bazisov {e1, . . . , er}





. . . AiknkB
m1
j1





T(V ) = K⊕ V ⊕ V ∗ ⊕ (V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V ∗)⊕ (V ∗ ⊗ V )⊕ (V ∗ ⊗ V ∗)⊕ . . . ,
priqe¨m kady$i lement w ∈ T(V ) budet summo$i koneqnogo qisla
lementov, otliqnyh ot nul. Opredelim proizvedenie dvuh ten-
zorov t ∈ V k,l i s ∈ V p,q sleduwim obrazom. Suwestvuet edinstven-
noe biline$inoe otobraenie iz V k,l×V p,q v V k+p,l+q, sopostavlwee
lementu (v1 ⊗ . . .⊗ vk ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗l , w1 ⊗ . . .⊗wp ⊗w∗1 ⊗ . . .⊗w∗q), pri-
nadleawemu V k,l×V p,q lement (v1⊗. . .⊗vk⊗w1⊗. . .⊗wp⊗v∗1⊗. . .⊗v∗l ⊗
w∗1⊗. . .⊗w∗q) ∈ V k+p,l+q. Obraz (t, s) ∈ V k,l×V p,q pri de$istvii togo oto-
braeni budet oboznaqats t⊗s. Mono pokazat~, qto takim obra-
zom opredele¨nnoe tenzornoe umnoenie associativno. Krome togo,
neslono ubedit~s, qto ediniqnym lementom togo umnoeni
budet vlt~s edinica pol K. Takim obrazom, T(V ) vlets as-
sociativno$i algebro$i s edinice$i otnositel~no opredele¨nnogo vy-
xe umnoeni tenzorov. Algebru T(V ) nazyvat tenzorno$i alge-
bro$i, porode¨nno$i vektornym prostranstvom V.
Dvum vanymi klassami tenzorov vlts simmetriqeskie i
kososimmetriqeskie tenzory. Kovariantny$i tenzor t tipa (0, k)
nazyvaets simmetriqeskim tenzorom, esli dl lbo$i ego kompo-
nenty ti1...ik , otnositel~no nekotorogo bazisa, vypolnets uslovie
ti1...ik = tiσ(1)...iσ(k) ,
gde σ proizvol~na perestanovka qisel 1 . . . k. Neslono pokazat~,
qto to opredelenie ne zavisit ot vybora bazisa. Kovariantny$i
tenzor t tipa (0, k) nazyvaets kososimmetriqeskim tenzorom, esli
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dl lbo$i ego komponenty ti1...ik , otnositel~no nekotorogo bazisa,
vypolnets uslovie
tiσ(1)...iσ(k) = (−1)s(σ)ti1...ik ,
gde σ proizvol~na perestanovka qisel 1 . . . k, i s(σ) = 0, esli σ
qe¨tna perestanovka, i s(σ) = 0, esli σ neqe¨tna perestanovka. Ne-
slono pokazat~, qto simmetriqeskie i kososimmetriqeskie ten-
zory obrazut podprostranstvo prostranstva V 0,k vseh kovariant-
nyh tenzorov tipa (0, k). ti podprostranstva oboznaqim sootvet-
stvenno SkV ∗ i ΛkV ∗. Opredelim operaci al~ternirovani alt, ko-
tora sopostavlet lbomu kovariantnomu tenzoru tipa (0, k) ko-
sosimmetriqeski$i tenzor, t.e. alt : V 0,k // ΛkV ∗. Esli t = {ti1...ik}
nekotory$i kovariantny$i tenzor tipa (0, k), to ego al~ternacie$i







gde summiruets po vsem perestanovkam iz qisel 1 . . . k. Vvede¨nnye
ponti kososimmetriqeskogo tenzora i operacii al~ternirovani
pozvolt vydelit~ v tenzorno$i algebre T(V ) podalgebru Λ(V ∗)
kososimmetriqeskih kovariantnyh tenzorov, kotora nazyvaets
vnexne$i algebro$i. Vektornoe prostranstvo to$i algebry imeet vid
prmo$i summy Λ(V ∗) =
⊕n
k=0 Λ
kV ∗. Umnoenie v to$i algebre oboz-
naqaets ∧ i nazyvaets vnexnim umnoeniem kovariantnyh ten-
zorov. to umnoenie dl proizvol~nyh kovariantnyh tenzorov t,
s opredelets formulo$i:
t ∧ s = alt(t⊗ s).
Iz togo opredeleni sleduet, qto ∧ : ΛkV ∗ × ΛlV ∗ // Λk+lV ∗.
Vano$i operacie$i na tenzorah vlets sve¨rtka, otobraawa
prostranstvo tenzorov tipa (k, l) v prostranstvo tenzorov tipa (k−
−1, l − 1), esli k, l ≥ 1. Dl prostranstva tenzorov tipa (k, l) opre-
delim ego sve¨rtku C po indeksam i i j, (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l), sle-
duwim obrazom. Pust~ v1, . . . , vk ∈ V i v∗1, . . . v∗l ∈ V ∗. Sve¨rtka C
est~ line$inoe otobraenie, perevodwee v1 ⊗ . . .⊗ vk ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗l v
〈vi, v∗j 〉v1 ⊗ . . .⊗ vi−1 ⊗ vi+1 ⊗ . . .⊗ vk ⊗ v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗j−1 ⊗ v∗j+1 ⊗ . . .⊗ v∗l , gde
〈vi, v∗j 〉 — znaqenie kovektora v∗j na vektore vi.
Pust~ M — gladkoe n−mernoe mnogoobrazie i TxM kasatel~noe
prostranstvo k tomu mnogoobrazi v toqke x. Qerez T(x) oboz-
naqim tenzornu algebru, porode¨nnu kasatel~nym prostranst-
vom TxM. Podprostranstvami kotoro$i budut tenzornye prostran-
stva tipa (k, l) nad TxM. Tenzornoe pole tipa (k, l) na podmnoestve
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N ⊂M est~ sopostavlenie x 7→ Tx, gde Tx ∈ TxMk,l. Vsdu v dal~ne$i-
xem my budem predpolagat~, qto Tx gladko zavisit ot toqki x mno-
goobrazi M, t.e. my budem imet~ delo s gladkimi tenzornymi
polmi mnogoobraziM. Pust~ x1, . . . , xn sistema lokal~nyh koordi-
nat v koordinatno$i okrestnosti U ∈ M i ∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn
— bazis kasa-
tel~nogo prostranstva TxM, gde x ∈ U, i dx1, . . . , dxn — dual~ny$i
bazis v kokasatel~nom prostranstve T ∗xM. Tenzornoe pole T tipa
(k, l), opredele¨nnoe na U, budet vyraat~s lokal~no otnositel~no






⊗ . . .⊗ ∂
∂xin
⊗ dxj1 ⊗ . . .⊗ dxjn ,
gde ti1...ikj1...jl – gladkie funkcii na U, nazyvaemye komponentami tenzora
T po otnoxeni k lokal~no$i sisteme koordinat x1, . . . , xn.
Analogiqno s rassmotrennym v predyduwem punkte postroeniem
kastel~nogo rassloeni postroim tenzornoe rassloenie, associiro-
vannoe s rassloeniem reperov. Pust~ T k,l – tenzornoe prostranstvo
tipa (k, l) nad vektornym prostranstvom Rn. Gruppa GL(n,R) moet
rassmatrivat~s kak gruppa line$inyh preobrazovani$i prostran-
stva T k,l. My poluqaem tenzornoe rassloenie
T⊗kM ⊗ T ∗⊗lM = TM ⊗ . . .⊗ TM ⊗ T ∗M ⊗ . . .⊗ T ∗M
tipa (k, l) nad M so standartnym sloem T k,l, associirovannoe s ras-
sloeniem reperov (R(M), pi,M), priqe¨m gladkimi seqenimi dannogo
rassloeni budut tenzornye pol tipa (k, l).
 6. Differencial~nye formy.
V dannom paragrafe budet rassmotren qastny$i sluqa$i tenzor-
nogo rassloeni, kotory$i igraet vanu rol~ v sovremenno$i dif-
ferencial~no$i geometrii. Pust~ M — n−mernoe gladkoe mnogoob-
razie, TxM — kasatel~noe i T ∗xM — kokasatel~noe prostranstvo
k M v toqke x. Soglasno predyduwemu paragrafu, v kado$i toqke





Tak kak ta algebra opredelena v kado$i toqke x mnogoobrazi M,
my poluqaem vektornoe rassloenie ΛT ∗M nad mnogoobraziem M so
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sloem ΛT ∗xM. Prostranstvo gladkih seqeni$i Γ(M,ΛT
∗M) nazyvaet-
s prostranstvom gladkih differencial~nyh form i oboznaqaets
A(M). lementy prostranstva




nazyvats gladkimi diffrencial~nymi formami pordka r ili r−
formami. Otmetim, qto pri r = 0 seqenie sootvetstvuwego ras-
sloeni otodestvlets s gladko$i funkcie$i na mnogoobrazii M.
Esli ω ∈ Ar(M), to pordok r formy ω oboznaqim qerez |ω|. Dif-
ferencial~nu formu, dl kotoro$i opredele¨n pordok, nazove¨m od-
norodno$i.
Vnexnee umnoenie kososimmetriqeskih kovektorov, opisannoe
v predyduwem paragrafe, pozvolet dl form opredelit~ vnexnee
umnoenie ∧ : Ar(M)×As(M) //Ar+s(M). Imet mesto sleduwie
svo$istva vnexnego umnoeni:
1) associativnost~;
2) line$inost~ vnexnego umnoeni po kadomu iz somnoitele$i;
3) ω ∧ θ = (−1)rsθ ∧ ω, dl lbyh ω ∈ Ar(M), θ ∈ As(M).
Prostranstvo gladkih differencial~nyh form A(M) vlets
associativno$i algebro$i s edinice$i, otnositel~no vnexnego umno-
eni form. tu algebru my v dal~ne$ixem budem nazyvat~ alge-
bro$i differencial~nyh form na mnogoobrazii M.
Vnexnim differencirovaniem d : A(M) //A(M) differencial~-
nyh form nazyvaets line$iny$i operator, udovletvorwi$i sle-
duwim trebovanim
1) d : Ai(M) −→ Ai+1(M) — line$inoe otobraenie takoe, qto
d2 = 0;
2) esli f — gladka funkci na mnogoobrazii M, to df ∈ A1(M)
vlets 1-formo$i tako$i, qto (df)(X) = X(f), dl proizvol~nogo
vektornogo pol X na M.
3) d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)rω(dθ), ∀ω ∈ Ar(M), ∀θ ∈ As(M).
Esli ω ∈ Ar(M) i X0, . . . , Xr ∈ Γ(M,TM) – vektornye pol na M ,
to imeet mesto rekurrentna formula
(dω)(X0, . . . , Xr) =
r∑
i=0




(−1)i+jω([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr).
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Esli r = 1 i ω = df, togda vyxeprivede¨nna rekurentna for-
mula pozvolet pokazat~, v dannom qastnom sluqae, qto d2f = 0.
De$istvitel~no, dl dvuh vektornyh pole$i X, Y na mnogoobrazii M
imeem
d2f(X,Y ) = XY (f)− Y X(f)− df([X,Y ]) = [X,Y ](f)− [X,Y ](f) = 0.
Pust~ zadano gladkoe otobraenie ϕ mnogoobrazi M v mnogo-
obrazie N. Differencial ϕ v toqke x ∈ M est~ line$inoe oto-
braenie ϕ∗ : Tx(M) −→ Tϕ(x)(N). Differencial ϕ∗ otobraaet slo$i
TxM kasatel~nogo rassloeni TM v toqke x mnogoobrazi M v slo$i
Tϕ(x)N kasatel~nogo rassloeni TN v toqke ϕ(x). Transponirovan-
noe k ϕ∗ otobraenie (pull-back) est~ line$inoe otobraenie ϕ∗ :
A(N) // A(M), ([2]). Dl lbo$i r−formy α na N my opredelem
r−formu ϕ∗(α) na M kak
ϕ∗(α)(X1, . . . , Xr) := α(ϕ∗(X1), . . . , ϕ∗(Xr)),
gde X1, . . . , Xr ∈ Tx(M) — vektornye pol na mnogoobrazii M. Za-
metim, qto vnexnee differencirovanie d perestanovoqno s ϕ∗, t.e.
d(ϕ∗(α)) = ϕ∗(dα).
 7. Proizvodna Li.
Tenzornye pol i differencial~nye formy mono differenci-
rovat~ vdol~ vektornogo pol. Rassmotrim gladkoe vektornoe pole
X na mnogoobrazii M. Lokal~no$i odnoparametriqesko$i gruppo$i
preobrazovani$i, opredele¨nno$i na Iε×U, gde Iε est~ otkryty$i inter-
val (−ε, ε) i U – otkrytoe mnoestvo v M, nazyvaets otobraenie
iz Iε × U v M, udovletvorwee sleduwim uslovim:
1) dl kadogo t ∈ Iε ϕt : m −→ ϕt(m) est~ diffeomorfizm U na
U, priqe¨m ϕ0 = idU i ϕ−t = ϕ−1t ;
2) esli t, s, t+ s ∈ Iε i esli m, ϕs(m) ∈ U, to ϕt+s(m) = ϕt(ϕs(m)).
Kada lokal~na odnoparametriqeska gruppa preobrazovani$i
ϕt induciruet vektornoe pole X, opredele¨nnoe na U. Orbito$i toqki
m, porodaemo$i lokal~no$i odnoparametriqesko$i gruppo$i preobra-
zovani$i, nazyvaets kriva x(t) = ϕt(m). ta kriva prohodit qerez
toqku m, tak kak x(0) = ϕ0(m) = m. Lokal~na odnoparametriqes-
ka gruppa preobrazovani$i porodaet sootvetstvuwu krivu v




|t=0 vo vseh toqkah otkrytogo mnoestva U i
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obrazuet vektornoe pole X, induciruemoe lokal~no$i odnoparamet-
riqesko$i gruppo$i preobrazovani$i. Pol~zus~ teoremami suwest-
vovani i edinstvennosti teorii diffrencial~nyh uravneni$i, mo-
no pokazat~, qto verno i obratnoe, t.e. vektornoe pole X porodaet
lokal~nu odnoparametriqesku gruppu preobrazovani$i, priqe¨m,
krivye x(t), o kotoryh govorilos~ vyxe, vlts integral~nymi
linimi togo vektornogo pol.
Pust~ dano drugoe vektornoe pole Y na M. My opredelim proiz-
vodnu pol Y vdol~ pol X v toqke m ∈M. Dl togo rassmotrim
integral~nu krivu pol X, prohodwu qerez toqku m, do toqki
ϕt(m) i voz~me¨m vektor pol Y v to$i toqke. Zatem my perenese¨m
vektor Yϕt(m) nazad v kasatel~noe prostranstvo TmM pri pomowi
differenciala dϕ−t diffeomorfizma ϕ−t. Teper~ na$ide¨m raznost~
vektorov kasatel~nogo prostranstva TmM : dϕ−t(Yϕt(m))−Ym i razde-
liv ee¨ na t, pere$ide¨m k predelu t → 0. to znaqit, qto rassma-
triva gladku funkci t 7→ dϕ−t(Yϕt(m)), prinimawu znaqeni v
TmM, my bere¨m ee¨ proizvodnu v toqke t = 0. Poluqaem vektor iz
kasatel~nogo prostranstva TmM, nazyvaemy$i proizvodno$i Li pol
Y vdol~ pol X v toqke m, oboznaqim ego









Analogiqnym obrazom opredelets proizvodna Li differenci-
al~no$i formy ω vdol~ vektornogo pol X. Tol~ko v dannom sluqae
my bere¨m znaqenie formy ω v toqke ϕt(m), a zatem perenosim ego
v toqku m pri pomowi transponirovannogo k otobraeni ϕ∗ oto-
braeni ϕ∗t . Dalee rassmotrim raznost~ ϕ
∗
t (ωϕt(m))−ωm i razdeliv












Otmetim, qto pontie proizvodno$i Li po vektornomu pol mono
rassmatrivat~ i dl proizvol~nogo tenzornogo pol. Pust~ T – ten-
zornoe pole tipa (k, l), rassmotrim (LXT )m – proizvodnu Li ten-
zornogo pol T vdol~ vektornogo pol X. Esli T |ϕt(m) = v1⊗ . . .⊗vk⊗
⊗ v∗1⊗ . . .⊗ v∗l , to opredelim (LXT )m kak proizvodnu pri t = 0 funk-
cii prostranstva Tm(M), znaqenie kotoro$i v t ravno
dϕ−t(v1 ⊗ . . .⊗ vk)⊗ ϕ∗t (v∗1 ⊗ . . .⊗ v∗l ).
Poskol~ku v ptom paragrafe my rassmatrivali tenzornye pol
kak gladkie seqeni tenzornogo rassloeni, to proizvodnu Li ten-
zornogo tipa mono predstavit~ formulo$i LXT = ddt(ϕt · T )|t=0, gde
T ∈ Γ(M,T⊗kM ⊗ T ∗⊗l).
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Proizvodna Li LX po vektornomu pol X obladaet sleduwi-
mi svo$istvami:
1) LXf = Xf dl kado$i funkcii f ∈ C∞(M);
2) LXY = [X, Y ] dl proizvol~nogo gladkogo vektornogo pol Y
na mnogoobrazii M.
Dl proizvol~nogo vektornogo pol X vnutrennee umnoenie ot-
nositel~no X opredelim formulo$i
ιXω(X1, X2, . . . , Xr−1) = ω(X,X1, X2, . . . , Xr−1),
gde ω ∈ A(M), a X,X1, X2, . . . , Xr−1 gladkie vektornye pol na M.
Esli ω = f gladka funkci na M, my polagaem ιXf = 0. Takim
obrazom, ιX : Ar(M) //Ar−1(M). V qasnosti, esli ω 1-forma, imeem
ιXω = ω(X).
Na differencial~nyh formah proizvodna Li obladaet sle-
duwimi svo$istvami:
1) LXd = dLX — dl kadogo vektornogo pol X LX budet diffe-
rencirovaniem stepeni 0 algebry A(M), kommutiruwim s vnexnim
differencirovaniem d;
2) LX(ιY ω) = ι[X,Y ]ω + ιY (LXω), gde X, Y est~ gladkie vektornye
pol na M i ω ∈ Ar(M).
Otmetim, qto vnexnee differencirovanie d, proizvodna Li LX
po vektornomu pol X i vnutrennee umnoenie ιX svzany medu
sobo$i sleduwe$i formulo$i:
LX = d ◦ ιX + ιX ◦ d. (3)





d1 // . . .
dm−1 // Cm
dm // Cm+1 −→ . . .
abelevyh grupp (ili, v qastnosti, vektornyh prostranstv) i ih
gomomorfizmov nazyvaets kocepnym kompleksom, esli
dm ◦ dm−1 = 0, ∀m ≥ 1, (4)
t.e. esli kompozici dvuh lbyh sosednih gomomorfizmov ravna
nul. dro Ker dm = {x ∈ Cm|dmx = 0} ⊂ Cm gomomorfizma dm
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oboznaqaets simvolom Zm, a ego lementy nazyvats kociklami
stepeni m. Obraz Im dm−1 = {y ∈ Cm| ∃x ∈ Cm−1 : dm−1x = y} ⊂
⊂ Cm gomomorfizma dm−1 oboznaqaets simvolom Bm, a ego le-
menty nazyvats kogranicami stepeni m, priqe¨m, pri m = 0 bu-
dem sqitat~, qto B0 = 0. Iz uslovi (4), sleduet, qto Bm ⊂ Zm,
sledovatel~no, moet byt~ opredelena faktorgruppa
Hm = Zm/Bm.
ta faktorgruppa nazyvaets m−$i gruppo$i kogomologi$i kompleksa
C•, a ee¨ lementy — klassami kogomologi$i. Kocikly, prinadlea-
wie odnomu klassu kogomologi$i, t.e. takie, qto ih raznost~ vlet-
s kogranice$i, nazyvats kogomologiqnymi .
Prostranstva differencial~nyh form Ar(M) i vnexnee diffe-
rencirovanie d : Ar(M) −→ Ar+1(M), v silu svo$istva d2 = 0, sostav-
lt kocepno$i kompleks
A•(M) : A0(M) d //A1(M) d // . . . d //Ar(M) d //Ar+1(M) −→ . . .
tot kompleks nazyvaets kompleksom de Rama differencial~nyh
form gladkogo mnogoobrazi M. Ego gruppy kogomologi$i oboznaqa-
ts Hm(M) i nazyvats gruppami kogomologi$i de Rama mnogo-
obrazi M. Kogranicy kompleksa de Rama, t.e. formy vida dω
nazyvats toqnymi formami, zametim, qto toqnye formy obrazu-
t nulevo$i klass v Hm(M). Kocikly kompleksa de Rama, t.e. formy
ω, dl kotoryh dw = 0, nazyvat zamknutymi formami. Klass ko-
gomologi$i zamknuto$i formy ω my budem oboznaqat~ simvolom [ω],
to klass kvivalentnosti {ω′ ∈ Zm(M)|ω′ = ω + dψ, ψ ∈ Am−1(M)}.
Dve formy, otliqawies na toqnu formu, budem nazyvat~ kogo-
mologiqnymi.
 9. Vertikal~n$i vektor.
Vertikal~nym vektorom na rassloenii (E , pi,M) nazyvaets vek-
tor X, kasatel~ny$i slom prostranstva rassloeni E , to znaqit,
qto X(pi∗f) = 0 dl lbogo f ∈ C∞(M), gde pi∗f = f ◦ pi.
Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i gruppo$i
G. Dl kadogo p ∈ P pust~ TpP — kasatel~noe prostranstvo k P
v p i Vp — podprostranstvo v TpP, sostowee iz vektorov, kasa-
tel~nyh k slo qerez p, Vp = Kerpi∗ : TpP // TxM. Vektornoe pole
XP na P nazyvaets vertikal~nym, esli XP (p) ∈ Vp, ∀p ∈ P. Pon-
tie vertikal~nogo vektornogo pol igraet klqevu rol~ v teorii
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svznoste$i. Prostranstvo vertikal~nyh kasatel~nyh vektorov v
toqke p ∈ P pri pomowi differenciala otobraeni G // P, po-
rodaemogo pravym de$istviem gruppy G na P, moet byt~ oto-
destvleno s algebro$i Li gruppy G, kotoru oboznaqim qerez g.
Napomnim nekotorye svedeni iz teorii algebr Li. Esli G gruppa
Li i g ee¨ algebra Li, to g mono otodestvit~ libo s kasatel~nym
prostranstvom TeG, v edinice e k gruppe G, libo s algebro$i Li
levoinvariantnyh vektornyh pole$i na G. Esli algebra Li g oto-
destvlets s TeG, to imeets otobraenie exp : g // G, nazyvae-
moe ksponencial~nym. S pomow~ togo otobraeni kady$i le-
ment X ∈ g porodaet odnoparametriqesku podgruppu Xt = exp(tX)
gruppy G, kotora v obwem sluqae opredelena lokal~no v nekotoro$i
okrestnosti edinicy e. De$istvie gruppy G na P porodaet gomo-
morfizm σ algebry Li g gruppy G v algebru Li X(P ) vektornyh
pole$i na P. tot gomomorfizm σ : g // X(P ) opredelets s po-
mow~ ponti fundamental~nogo vektornogo pol. Pust~ X ∈ g,






to vektornoe pole nazyvaets fundamental~nym vektornym polem,
porodennym lementom X. Otobraenie X → XP (p) iz g v TpP est~
izomorfizm g na kasatel~noe prostranstvo v toqke p k slo qerez
p. Otobraenie σ : X // XP iz g v X(P ) vlets gomomorfizmom
algebry Li g gruppy G v algebru Li X(P ) vektornyh pole$i na P.
Neslono pokazat~, qto fundamental~noe vektornoe pole vlets




pi(p exp(tX))|t=0 = d
dt
pi(p)|t=0 = 0,
t.e. XP est~ vertikal~noe vektornoe pole. Sledovatel~no, ver-





gde f ∈ C∞(P ), ∀p ∈ P. Vertikal~noe vektornoe pole XP my qasto
budem oboznaqat~ prosto qerez X.
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 10. kvivariantnoe rassloenie.
Pust~ gruppa Li G de$istvuet sleva na prostranstve rassloeni
E i take sleva na baze M, ti de$istvi oboznaqim L : G× E // E
i L′ : G×M //M
Opredelenie 1.5. Rassloenie nazyvaets G-kvivariantnym, esli
gladkoe levoe de$istvie gruppy G kak na prostranstve rassloeni
E , tak i na baze M soglasovano takim obrazom, qto de$istvie kom-
mutiruet s proekcie$i:
L′g ◦ pi = pi ◦ Lg,









Esli (E , pi,M) vlets vektornym rassloeniem, v dopolnenii k
pereqislennym vyxe uslovim, trebuets, qto by poslo$ino levoe
de$istvie gruppy G bylo line$inym.
Opredelim L′′ : G × Γ(M, E) −→ Γ(M, E) levoe de$istvie gruppy G
na prostranstve seqeni$i formulo$i
L′′g(s) := Lg ◦ s ◦ L′g−1 , ∀s ∈ Γ(M, E). (5)
Pokaem, qto de$istvie, zadannoe formulo$i (5) otobraaet toqku
prostranstva bazy v slo$i nad to$i toqko$i. Dl togo pokaem,
qto pi ◦ L′′g(s)(x) = x. Dl udobstva zapixem L′g(x) = g · x, ∀x ∈ M, i
Lg(y) = g ¯ y, ∀y ∈ Ex, zdes~ special~no ispol~zovany raznye znaki
dl oboznaqeni de$istvi, qtoby obratit~ vnimanie na to, qto v
pervom sluqae gruppa de$istvuet na baze M , a vo vtorom na sloh.
Dl lbogo x ∈M poluqim
pi ◦ L′′g(s)(x) = pi ◦ (Lg ◦ s ◦ L′g−1)(x) = pi ◦ Lg ◦ s(g−1 · x) =
= L′g ◦ pi ◦ s(g−1 · x) = L′g(g−1 · x) = gg−1 · x = e · x = x,
gde e – edinica gruppy G. Sledovatel~no, L′′g(s) vlets seqeniem
rassloeni E i L′′g : Γ(M, E) // Γ(M, E). Proverim take, qto opre-
dele¨nnoe formulo$i (5) de$istvie budet levym de$istviem gruppy G
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na prostranstve seqeni$i, t.e.
L′′gh(s) = L
′′
g ◦ (L′′h(s)), ∀g, h ∈ G. (6)
Leva qast~ dannogo uravneni primet vid:
L′′gh(s) = Lgh ◦ s ◦ L′h−1g−1 ,
v svo oqered~, ispol~zu aksiomy levogo de$istvi gruppy G kak
na prostranstve rassloeni E , tak i na baze M, dl pravo$i qasti
uravneni (6) poluqim
L′′g ◦ (L′′h(s)) = Lg ◦ (Lh ◦ s ◦ L′h−1) ◦ L′g−1 = Lgh ◦ s ◦ L′h−1g−1 .
My ubedilis~, qto de$istvie, zadannoe formulo$i (5) de$istvitel~no
vlets levym de$istviem gruppy G na Γ(M, E).
 11. kvivariantnye otobraeni.
Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i gruppo$i
G i ρ : G −→ GL(E), gde GL(E) gruppa nevyrodennyh line$inyh
preobrazovani$i vektornogo prostranstva E, ρ — to gomomorfizm
gruppy Li G v gruppu Li GL(E) ili predstavlenie gruppy G nevy-
rodennymi line$inymi preobrazovanimi prostranstva E. V  3
my rassmatrivali associirovannoe rassloenie (F, piF ,M), gde F =
= (P × E)/G i piF : F −→ M. Suwestvuet predstavlenie seqeni
rassloeni (F, piF ,M) kak funkcii na sootvetstvuwem glavnom ras-
sloenii.
Opredelenie 1.6. Otobraenie s : P −→ E, udovletvorwee
uslovi
s(p · g) = ρ(g−1)s(p), ∀p ∈ P, ∀g ∈ G
nazyvaets kvivariantnym otobraeniem. Prostranstvo gladkih
kvivariantnyh otobraeni$i iz P v E oboznaqim qerez C∞(P,E)G.
Predloenie 1.7. Suwestvuet izomorfizm medu prostranstvom
seqeni$i Γ(M,F ), associirovannogo rassloeni F i prostranstvom
kvivariantnyh otobraeni$i C∞(P,E)G.
Dokazatel~stvo. Pokaem, qto lboe kvivariantnoe otobrae-
nie induciruet seqenie associirovannogo vektornogo rassloeni F.
Pust~ s : P −→ E — kvivariantnoe otobraenie i pust~ p — toqka
slo P nad x, t.e. pi(p) = x. Opredelim seqenie associirovannogo
vektornogo rassloeni F formulo$i
sM(x) = [p, s(p)],
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gde x ∈M i skobki [, ] oznaqat klass kvivalentnosti pary (p, s(p)) ∈
∈ P × E. Prede vsego ubedims, qto sM opredeleno korrektno,
t.e. dannoe vyxe opredelenie ne zavisit ot vybora toqki slo
P. De$i stvitel~no, esli my vyberem p · g, gde g ∈ G, to lement
[p, s(p)] ∈ P × F ne izmenits, tak kak
[p · g, s(p · g)] = [p · g, ρ(g−1)s(p)] = [p, s(p)].
Pokaem teper~, qto lboe seqenie rassloeni (F, piF ,M) budet v
vide sM dl nekotorogo kvivariantnogo otobraeni s ∈ C∞(P,E)G.
Dl togo opredelim s(p) ravnym takomu edinstvennomu ν ∈ E, qto
para (p, ν) budet predstavleniem sM(x). ¤
Vyvedem infinitezimal~nu versi uslovi kvivariantnosti
otobraeni, dannogo v opredelenii 1.6. Pust~ s : P −→ E kvi-
variantnoe otobraenie i pust~ g(t) = exp(tX), |t| < δ odnopara-
metriqeska podgruppa gruppy G, porodaema lementom algebry
Li to$i gruppy X, t.e. X ∈ g. Imeem g(0) = e, gde e edinica gruppy




Pust~ p ∈ P proizvol~na toqka prostranstva rassloeni P. Odno-
parametriqeska podgruppa g(t) porodaet parametriqesku kri-
vu na glavnom rassloenii (P, pi,M) sleduwim obrazom: p(t) =
= p · g(t), |t| < δ; ta kriva prohodit qerez toqku p, t. k. pri t = 0
imeem p(0) = p · g(0) = p · e = p. V silu kvivariantnosti s v kado$i
toqke to$i krivo$i imeet mesto
s(p(t)) = ρ(g−1(t)) · s(p), ∀t ∈ (−δ, δ)
ili
s(p(t))− ρ(g−1(t)) · s(p) = 0.





ρ(g−1(t))|t=0 · s(p) = 0 (7)






s(p · exp(tX))|t=0 = (XP · s)(p),
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gde XP est~ vertikal~noe vektornoe pole na P, porodaemoe X ∈ g.
Rassmotrim teper~ vtoroe slagaemoe sootnoxeni (7). Imeem go-
momorfizm ρ : G −→ GL(E) gruppy Li G v gruppu Li GL(E). Dif-
ferencial ρ′ : g −→ gl(E) — to gomomorfizm sootvetstvuwih al-
gebr Li i on opredelets tak: pust~ g(t) odnoparametriqeska pod-
gruppa v G, porodaema lementom X ∈ g, t.e. g(0) = e, d
dt
(g(t))|t=0 =





Imeet mesto pri lbom t ∈ (−δ, δ)
g−1(t) · g(t) = e.
Otsda, v silu gomomorfizma ρ, poluqaem
ρ(g−1(t)) · ρ(g(t)) = e′,











Podstavl v (7), poluqim, qto otobraenie s udovletvoret for-
mule
(XP · s)(p) + ρ′(X) · s(p) = 0. (8)
Tem samym my poluqili infinitezimal~nu versi kvivariant-
nosti.
 12. Differencial~nye formy so znaqenimi
v rassloenii.
Rassmotrim vektornoe rassloenie (E , pi,M) so standartnym slo-
em E, priqe¨m, dimE = r. Iz uslovi lokal~no$i trivializacii sle-
duet, qto dl lbo$i toqki m ∈M na$ide¨ts okrestnost~ U i seqeni
e1(x), . . . , er(x), (ej(x) ∈ Γ(M, E)), kotorye line$ino nezavisimy v ka-
do$i toqke x ∈ U. Sovokupnost~ tih seqeni$i nazove¨m reperom (lo-
kal~nym) rassloeni E v okrestnosti toqki m i tot reper oboz-
naqim f = {e1(x), . . . , er(x)}. Zametim, qto reper f zavisit ot oblasti
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opredeleni U, a seqeni ej(x) ∈ Γ(M, E) – ot toqki x ∈ M. Pred-
poloim, qto g : U −→ GL(r,R) — differenciruemoe otobrae-
nie, de$istvi kotorogo na mnoestve vseh reperov na otkrytom mno-
estve U, opredelim sleduwim obrazom
f 7→ fg,
gde {fg(x)} = (∑ri=1 gi1(x)ei(x), . . . ,∑ri=1 gir(x)ei(x)) — novy$i reper v
toqke U. V matriqnom vide mono zapista~ fg(x) = f(x)g(x), gde f(x)
matrica-stroka, lementami kotoro$i vlts seqeni ej(x).
Predstavim seqenie vektornogo rassloeni lokal~no. Rassmot-
rim s ∈ Γ(U, E), gde U otkrytoe podmnoestvo v mnogoobrazii M, i
f = (e1(x), . . . , er(x)) reper nad U. Togda
s|U = si(x)ei(x) = f · s(f), s(f) =
 s1(x). . .
sr(x)
 , i = 1, . . . , r, (9)
gde si(x) odnoznaqno opredele¨nnye gladkie funkcii na U, zaviswie
ot toqki x.
Prostranstvo differencial~nyh form pordka k na M so znaqe-
niem v E opredelim formulo$i
Ak(M, E) = Γ(M,ΛkT ∗M ⊗ E).
S pomow~ metoda teorii puqkov [6] moet byt~ opredele¨n izomor-
fizm prostranstv
Ak(M)⊗Γ(M) Γ(M, E) ∼= Ak(M, E), (10)
gde qerez Γ(M) := A0(M) = C∞(M) my oboznaqili prostranstvo
gladkih funkci$i na mnogoobrazii M. Obraz lementa ω⊗s pri dan-
nom izomorfizme my oboznaqim qerez ω ·s ∈ Ak(M, E), gde ω ∈ Ak(M),
s ∈ Γ(M, E).
Opixem teper~ lokal~noe predstavlenie differencial~no$i for-
my so znaqenimi v rassloenii. V okrestnosti U 3 x s lokal~no$i
koordinatno$i sistemo$i x1, . . . xn my bere¨m lokal~ny$i bazis {dx1, . . .
. . . , dxn} kokasatel~nogo prostranstva T ∗M i {dxα1 ∧ . . . ∧ dxαk} kak
bazis v ΛkT ∗M. Togda lokal~no differencial~nu k-formu mono
predstavit~ sleduwim brazom:
ω|U = ωα1...αk(x)dxα1 ∧ . . . ∧ dxαk .
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Ispol~zu, krome togo, lokal~noe predstavlenie seqeni vektorno-
go rassloeni, poluqim
(ω ⊗ s)|U = ωα1...αk(x) · si(x)(dxα1 ∧ . . . ∧ dxαk)⊗ ei(x) 7→
7→ ωα1...αk(x) · si(x)(dxα1 ∧ . . . ∧ dxαk) · ei(x).
Perehod k obwemu sluqa, zapixem lokal~nu formulu dl dif-
ferencial~no$i k-formy so znaqenimi v vektornom rassloenii E :
θ|U = θiα1...αk(x)(dxα1 ∧ . . . ∧ dxαk) · ei(x),
gde θ ∈ Ak(M, E), x ∈ U. Ishod iz togo, poluqim, qto znaqenie dif-
ferencial~no$i formy θ ∈ Ak(M, E) na k vektornyh polh X1, . . . , Xk
budet seqeniem vektornogo rassloeni, kotoroe lokal~no imeet vid
θ(X1, . . . , Xk)|U = θiα1...αk(x)Xα11 . . . Xαkk · ei(x).
V sluqae, esli (E , pi,M) vlets trivial~nym rassloeniem, t.
e. pi : M × E −→ M — estestvenna proekci, to vmesto Ak(M, E)
budem pisat~ Ak(M,E) i sootvetstvuwie formy budem nazyvat~
vektorznaqnymi formami.
Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i gruppo$i G
i ((P × E)/G, pi,M) — associirovannoe rassloenie.
Opredelenie 1. 8. k−formu σ na glavnom rassloenii P so znaqe-
nimi v E nazyvat kvivariantno$i (ili bazovo$i), esli vypolnt-
s sleduwie uslovi:
1) σ(X1, . . . , Xk) = 0, esli hot by odno iz vektornyh pole$i X1, . . .
. . . , Xk na P budet vertikal~nym (formy, dl kotoryh vypolnets
tol~ko to uslovie nazyvat gorizontal~nymi);
2) R∗g(σ) = ρ(g
−1)σ, ∀g ∈ G.
Oboznaqim prostranstvo bazovyh form qerez A(P,E)bas.
Prostranstvo k−form so znaqenimi v (P×E)/G) mono otode-
stvit~ s prostranstvom bazovyh k-form na P, prinimawih znaqe-
ni v E, t.e.
Ak(P,E)bas ∼= Ak(M, (P × E)/G).
Prostranstvo differencial~nyh form na P so znaqenimi v
E, dl kotoryh imeet mesto tol~ko vtoroe uslovie opredeleni
1.8, oboznaqim qerez A(P,E)G. lementy A(P,E)G udovletvort
infinitezimal~no$i forme invariantnosti:




 1. Pontie svznosti i formy svznosti.
V danno$i glave izloim teori svznoste$i na rassloenih.
Na proizvol~nom rassloenii net estestvennym obrazom vydelenno$i
svznosti, zadava svznost~, my vvodim dopolnitel~nu struk-
turu. Esli nekotory$i slo$i Ex = pi−1(x), x ∈ M, rassloeni (E , pi,M)
parallel~no perenesti na vsevozmonye blizkie sloi, togda toqki
togo slo opisyvat krivye, peresekawie sloi gorizontal~no.
Estestvenno potrebovat~, qtoby kasatel~nye vektory k tim kri-
vym, prohodwie qerez toqku p ∈ Ex, obrazovyvali nekotoroe pod-
rassloenie v TE , dopolnitel~noe k vertikal~nomu kasatel~nomu ras-
sloeni V E . V dannom paragrafe rassmotrim dva kvivalentnyh
sposoba opredeleni svznosti na rassloenii, libo s pomow~ go-
rizontal~nogo raspredeleni v kasatel~nyh prostranstvah, libo
ispol~zu zyk differencial~nyh form.
Rassmotrim rassloenie (E , pi,M) i kasatel~noe rassloenie TE
nad bazo$i E . Vydelim proizvol~nu toqku p ∈ E , imeem pi(p) = x,
priqe¨m sloem nad x budet kasatel~noe prostranstvo TxM. Diffe-
rencial proekcii pi∗ : TpE // TxM otobraaet kasatel~noe pro-
stranstvo k E v toqke p ∈ E v kasatel~noe prostranstvo v toqke
x = pi(p) ∈ M. Vydelim v TE podrassloenie V E nad bazo$i E , pros-
transtvo rassloeni kotorogo sostoit iz vektorov, kasatel~nyh k
slo qerez p. Takim obrazom, faktorprostranstvo TE/V E izomor-
fno prostranstvu pi∗TM =
⋃
p∈E Tpi(p)M. Poluqim korotku toqnu
posledovatel~nost~
0 −→ V E −→ TE −→ pi∗TM −→ 0.
Raspredelenie tako$i posledovatel~nosti nazove¨m svznost~.
Opredelenie 2.1. 1-formo$i svznosti nazyvaets 1-forma ω ∈
∈ A1(E , V E) taka, qto ω(X) = X dl lbogo vertikal~nogo vek-
tornogo pol na E .
dro 1-formy ω, t.e. mnoestvo takih vektorov, qto ω(X) = 0,
nazyvat gorizontal~nym rassloeniem i oboznaqat HE . Zametim,
qto HE ∼= pi∗TM, tem samym, dl zadanno$i 1-formy svznosti na
rassloenii, my moem postroit~ samu svznost~.
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Pust~ X — vektornoe pole na mnogoobrazii M. Kogda na ras-
sloenii zadana svznos~, proekci pi : E −→ M induciruet oto-
braenie pi∗ : HE −→ TM. Oboznaqim qerez XE seqenie gorizon-
tal~nogo rassloeni takoe, qto pi∗XE = X. Nazove¨m XE gorizontal~-
nym liftom vektornogo pol X po otnoxeni k svznosti, opre-
dele¨nno$i qerez 1-formu svznosti ω.
Vanym obektom pri izuqenii formy svznosti na rassloenii
(E , pi,M) vlets forma krivizny svznosti Ω, predstavlwa
sobo$i seqenie rassloeni Λ2pi∗T ∗M ⊗V E . Pust~ X i Y — vektornye
pol na M a XE , YE sootvetstvuwie gorizontal~nye lifty, togda
Ω(X, Y ) — to vertikal~noe vektornoe pole na E , opredelemoe for-
mulo$i
Ω(X, Y ) = [X, Y ]E − [XE , YE ]. (12)
Pokaem, qto takim obrazom opredle¨nna forma krivizny svznos-
ti de$istvitel~no vlets vertikal~nym vektornym polem, inymi
slovami pi∗(Ω(X, Y )) = 0 :
pi∗(Ω(X, Y )) = pi∗([X, Y ]E − [XE , YE ]) = [X, Y ]− pi∗[XE , YE ] =
= [X,Y ]− [pi∗XE , pi∗YE ] = [X, Y ]− [X, Y ] = 0.
Rassmotrim teper~ bolee podrobno svznosti na glavnyh ras-
sloenih. Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i
gruppo$i G. Dl kado$i toqki p ∈ P, pust~ TpP — kasatel~noe pro-
stranstvo k P v toqke p, Vp — podprostranstvo vertikal~nyh vek-
torov. Na glavnyh rassloenih my budem rassmatrivat~ tol~ko
taku svznost~, kotora budet invariantno$i otnositel~no de$i-
stvi gruppy G.
Opredelenie 2.2. Svznost~ na glavnom rassloenii (P, pi,M) —
to sopostavlenie podprostranstva Hp iz TpP kado$i toqke p ∈ P
takoe, qto
1) TpP = Vp ⊕Hp;
2) Hpg = (Rg)∗Hp dl kadogo p ∈ P i g ∈ G, gde Rg — pre-
obrazovanie v P, inducirovannoe lementom g ∈ G, Rgp = g · p, a
(Rg)∗ : TP −→ TP – ego differencial;
3) H zavisit differenciruemo ot p.
My nazyvaem Hp gorizontal~nym podprostranstvom v TpP ; vek-
tor X ∈ TpP nazyvaets gorizontal~nym, esli on leit v Hp. Za-
metim, qto uslovie (2) oznaqaet, qto sovokupnost~ podprostranstv
gorizontal~nyh raspredeleni$i invariantna otnositel~no de$istvi
gruppy G.
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Napomnim, qto v  9 my otodestvlli V P s trivial~nym ras-
sloeniem P × g. Dl zadanno$i svznosti na glavnom rassloenii
(P, pi,M), opredelim 1-formu svznosti ω ∈ A1(P, g)G so znaqenimi
v algebre Li g gruppy G : ιXPω = ω(XP ) = X, gde X ∈ g i XP —
vertikal~noe vektornoe pole na P. Iz opredeleni 1.8 sleduet, qto
R∗g(ω) = ad(g−1)ω, dl kadogo g ∈ G, ad oznaqaet prisoedine¨nnoe
predstavlenie gruppy G v algebre Li g.
Dl formy svznosti ω ∈ A1(P, g)G imeet mesto formula
LXω + [X,ω] = 0, ∀X ∈ g. (13)
Dl 1-formy svznosti ω my moem opredelit~ ee¨ formu kri-
vizny Ω ∈ A2(P, g)bas :
Ω(X, Y )P = h[hX, hY ]− [hX, hY ], (14)
zdes~ h oznaqaet proekci na gorizontal~noe podprostranstvo v
TP i X, Y – dva vektornyh pol na P. Iz formuly (14) sleduet,
qto forma krivizny svznosti pokazyvaet meru otkloneni kommu-
tatora dvuh gorizontal~nyh vektornyh pole$i ot gorizontal~nogo
podprostranstva HP ili e izmeret vertikal~nu sostavlwu
kommutatora.
Na prostranstve differencial~nyh form so znaqenimi v alge-
bre Li g opredelim skobki Li sleduwim obrazom:
[ω ⊗X, θ ⊗ Y ] = (ω ∧ θ)⊗ [X, Y ], gde ω, θ ∈ A(P ), X, Y ∈ g. (15)
Togda dl 1-formy ω, prinimawe$i znaqeni v algebre Li g imeet
mesto [ω, ω](X,Y ) = 2[ω(X), ω(Y )], gde X, Y kasatel~nye vektora k P.
Predloenie 2.3. Pust~ ω — forma svznosti na glavnom ras-
sloenii P i Ω — ee¨ forma krivizny . Togda imeet mesto tak nazy-
vaemoe strukturnoe uravnenie svznosti




Dokazatel~stvo. Proverim, budet li takim obrazom opredele¨n-
na forma krivizny svznosti bazovo$i. Poskol~ku 1-forma svz-
nosti ω ∈ A1(P, g)G, to ostae¨ts proverit~ budet li differencial~-
na forma dω + 1
2





[ω, ω]) = LXω − d ◦ ιXω + [X,ω] = 0,
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poskol~ku dl formy svznosti ω imeet mesto uravnenie (11) i
d(ιXω) = dX = 0.
Poskol~ku kady$i vektor na P est~ summa vertikal~nogo i go-
rizontal~nogo vektorov, to ostae¨ts proverit~ ravenstvo (16) v
sluqae esli X i Y gorizontal~ny.




Poskol~ku v tom sluqae ω(X) = ω(Y ) = 0, to poluqim
Ω(X, Y ) = dω(X, Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]) = −ω([X, Y ]) =
= h[X, Y ]− [X,Y ],
gde h – proekci na HP , i ravenstvo svodits k opredeleni Ω. ¤
 2. Kovariantnoe differencirovanie.
Pust~ (E , pi,M) — vektornoe rassloenie.
Opredelenie 2.4. Kovariantnym differencirovaniem na ras-
sloenii E nazyvaets line$iny$i differencial~ny$i operator
∇ : Γ(M, E) −→ Γ(M,T ∗M ⊗ E),
udovletvorwi$i pravilu Le$ibnica:
∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s, ∀f ∈ C∞(M),∀s ∈ Γ(M, E). (17)
Takim obrazom, esli s – seqenie ishodnogo vektornogo rassloe-
ni E, to ∇s – seqenie rassloeni T ∗M ⊗ E , t.e. 1-forma na M so
znaqenimi v rassloenii E .
Pust~ X — vektornoe pole na M. Opredelim kovariantnu pro-
izvodnu vdol~ vektornogo pol X sleduwim obrazom: ∇X(s) =
= 〈∇(s), X〉, t.e. ∇X(s) poluqaets sparivaniem vektornogo pol X
i 1-formy ∇(s) ili e kovariantna proizvodna vdol~ X oprede-
lets znaqeniem 1-formy ∇(s) na X. ∇X zavisit ot vektornogo pol
X line$ino, t.e. ∇fX = f∇X , ∀f ∈ C∞(M). K tomu e, esli seqenie s
zadano lokal~no (t.e. s(x) ∈ Ex, x ∈M), to ∇X(fs) = f∇X(s)+(Xf) ·s.
Zdes~ Xf oznaqaet rezul~tat de$istvi X, kak differencial~nogo
operatora pervogo pordka na gladku funkci f, 〈df,X〉 = Xf.
Opixem lokal~nu strukturu kovariantnogo differencirova-
ni. Pust~ rassloenie E = M × E trivial~no. to kvivalentno
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tomu, qto na otkrytom podmnoestve U mnogoobraziM zadan nabor
seqeni$i e1, . . . , er ∈ Γ(U, E), zaviswih ot toqki x ∈ U i obrazuwih
pri kadom x bazis f = (e1, . . . , er) sootvetstvuwego slo. Pust~
take na M fiksirovana sistema koordinat (x1, . . . , xn), togda lo-
kal~no po formule (9) seqenie rassloeni imeet vid s|U = si(x)ei,
i = 1, . . . , r. Togda
∇(s) = ∇(si(x)ei) = dsi(x) · ei + si(x)∇(ei) = dsi(x) · ei + ωij(x)sj(x) · ei =
= (dsi(x) + ωij(x)s
j(x)) · ei,
gde ∇ej = (ωij)(x) · ei, (i = 1, . . . , r), i ωij(x) = Γijk(x)dxk, (k = 1, . . . , n, ) —
1-formy na M. Funkcii Γijk(x) nazyvats simvolami Kristoffel,
oni zavist ot dvuh naborov dannyh — ot koordinat x1, . . . , xn i ot
seqeni$i e1, . . . , er. Pri zamene koordinat formy ωij ne izments,
potomu simvoly Γijk(x) preobrazuts kak kofficienty matriq-
noznaqno$i differencial~no$i formy. Pri zamene nabora bazisnyh
seqeni$i proishodit sleduwee: pust~ g = (glj) — matrica perehoda
ot bazisa f k bazisu f ′, t.e. e′j = g
l
j(x) · el, l = 1, . . . , r. Togda
∇(e′j) = (ω′)ij(x) · e′i = (ω′)ij(x)gki (x) · ek, i, k = 1, . . . , r.
S drugo$i storony
∇(e′j) = ∇(glj(x) · el) = dglj(x) · el + glj(x)ωkl (x) · ek, l, k = 1, . . . , r.
Otkuda
ω′ = dg · g−1 + g · ω · g−1,
gde ω = (ωil(x)) rassmatrivaets kak matrica 1-form (ili 1-forma
so znaqenimi v matricah).
Takim obrazom, kovariantnoe differencirovanie na M×E opre-
delets formulo$i
∇(s) = ds+ ω · s, (18)
gde ω ∈ A1(M,EndE) = A(M) ⊗ End(E). 1-formu ω nazyvat formo$i
svznosti kovariantnogo differencirovani ∇ v zadanno$i trivia-
lizacii rassloeni E .
Mnoestvo Γ(M, E) seqeni$i vektornogo rassloeni E s bazo$i M
vlets modulem nad kol~com C∞(M) gladkih funkci$i na baze M.
Esli g — nabor line$inyh otobraeni$i sloe¨v odnogo rassloeni E1
v sootvetstvuwie sloi drugogo rassloeni E2, to formula s 7→ gs
zadae¨t gomomorfizm module$i Γ(M, E1) // Γ(M, E2). Zametim, qto
mnoestvo kovariantnyh differencirovani$i vektornogo rassloeni
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E vlets affinnym prostranstvom, natnutym na vektornoe pros-
transtvo 1-form na baze rassloeni so znaqenimi v End(E), t.e. na
prostranstvo seqeni$i Γ(M,T ∗M ⊗End(E)). De$istvitel~no, pust~ ∇0
i ∇1 — kovariantnye differencirovani na vektornom rassloenii
E s bazo$i M, v tom sluqae otobraenie ∇1 − ∇0 : Γ(M, E) −→
Γ(M,T ∗M ⊗ E) budet gomomorfizmom module$i, tak kak
∇1(fs)−∇0(fs) = df ⊗ s+ f∇1(s)− df ⊗ s− f∇0(s) = f(∇1(s)−∇0(s)),
gde f ∈ C∞(M), s ∈ Γ(M, E). Suwestvuet edinstvennoe seqenie ω ∈
∈ Γ(M,T ∗M ⊗ End(E)), takoe qto
∇1(s)−∇0(s) = ω · s.
Sledovatel~no, ∇1 i ∇0 razliqats na 1-formu ω.
Kovariantnoe differencirovanie ∇ : Γ(M, E) −→ Γ(M,T ∗M ⊗ E)
mono prodolit~ do otobraeni
∇ : Γ(M,ΛkT ∗M ⊗ E)→ Γ(M,Λk+1T ∗M ⊗ E)
pri vseh k = 0, 1, . . . po pravilu Le$ibnica. Imenno, pust~ dl neko-
torogo k otobraenie ∇ ue zadano i pust~ θ ∈ Γ(M,T ∗M ⊗ E) 1-
forma so znaqenimi v E i α – k-forma s vewestvennymi znaqenimi.
Togda α ∧ θ ∈ Γ(M,Λk+1T ∗M ⊗ E) i, po opredeleni ∇(α ∧ θ) =
= dα ∧ θ + (−1)kα ∧ ∇θ. Na vse ostal~nye lementy prostranstva
Γ(M,Λk+1T ∗M ⊗ E) otobraenie ∇ prodolim po line$inosti. Iz
vsego vyxe skazannogo sleduet, qto kovariantnoe differenciro-
vanie prodolaets do otobraeni
∇ : A•(M, E) −→ A•+1(M, E),
udovletvorwego pravilu graduirovannogo Le$ibnica :
∇(α ∧ θ) = dα ∧ θ + (−1)kα ∧∇θ, (19)
gde α ∈ Ak(M), θ ∈ A(M, E).
Iz opredeleni svznosti sleduet, qto dl k-formy α so znaqe-
nimi v E i vektornyh pole$i X0, . . . , Xk imeet mesto
(∇α)(X0, . . . , Xk) =
k∑
i=0




(−1)i+jα([Xi, Xj], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk). (20)
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Opredelim teper~ formu krivizny kovariantnogo differenci-
rovani ∇. Pust~ X, Y – vektornye pol na baze M rassloeni E .
Kvadratnye skobki v dal~ne$ixem oznaqat kommutator vektornyh
pole$i. Formo$i krivizny kovariantnogo differencirovani ∇ na-
zyvaets 2-forma na M so znaqenimi v End(E), opredelema for-
mulo$i
F (X, Y ) = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ]. (21)
De$istvitel~no, ne slono pokazat~, qto otobraenie
F (X,Y ) : Γ(M, E) // Γ(M, E)
vlets gomomorfizmom module$i. Otobraenie (X, Y ) 7→ F (X,Y )
vlets gomomorfizmom module$i Γ(M,Λ2TM) //Γ(M,End(E)). Po-
kaem, qto [F (X,Y ), f ] = 0, gde f ∈ C∞(M). Pust~ s ∈ Γ(M, E), togda
[F (X, Y ), f ](s) = F (X, Y )(fs)− fF (X, Y )(s) =
= ([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])(fs)− f([∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ])(s) =
= ∇X(∇Y (fs))−∇Y (∇X(fs))−∇[X,Y ](fs)−
− f(∇X(∇Y (s))) + f(∇Y (∇X(s))) + f∇[X,Y ](s) =
= f∇X(∇Y (s)) + (Xf) · (∇Y (s)) +∇X((Y f) · s)−
− f∇Y (∇X(s))− (Y f) · (∇X(s))−∇Y ((Xf) · s)−
− f∇[X,Y ](s)− ([X, Y ]f) · s− f∇X(∇Y (s)) +
+ f(∇Y (∇X(s))) + f∇[X,Y ](s) = 0.
Pust~ rassloenie E trivial~no i e1, . . . , er — bazisnye seqeni,
a na baze M vvedeny koordinaty x1, . . . , xn. Pust~ ∇(ei) = ωki (x)ek,
k = 1, . . . , r, gde ω = (ωki ) — matrica iz 1-form. Forma krivizny v
dannyh koordinatah zadae¨ts ravenstvom
F = dω + ω ∧ ω. (22)
De$istvitel~no, poskol~ku izvestno, qto F 2-forma, dostatoqno vy-
qislit~ znaqenie F (Xi, Xj), gde Xk = ∂∂xk — bazisnye pol. Poluqim
F (Xi, Xj)(ek) = [∇Xi ,∇Xj ] = ∇Xi(ωlk(Xj)el)−∇Xj(ωlk(Xi)el) =









li − ΓlkiΓslj) =
= (dω + ω ∧ ω)(Xi, Xj)(ek).
Operatory ∇2 = ∇ ◦∇ i F sovpadat kak operatory
A•(M, E) //A•+2(M, E).
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to utverdenie dostatoqno proverit~ lokal~no. Pust~ rassloe-
nie E trivial~no, kovariantnoe differencirovanie zadae¨ts raven-
stvom ∇(s) = ds + ω · s, gde ω — matrica svznosti, s(x) — vektor
koordinat seqeni. Togda ∇(∇(s)) = ∇(ds+ω·s) = dω·s−ω∧ds+ω∧ds+
+ω ∧ ω · s = F · s.
Na trivial~nom rassloenii E s kovariantnym differencirova-
niem ∇ = d+ ω imeet mesto todestvo B~nki
dF = [F, ω]. (23)
Ispol~zu ravenstvo (22) dl levo$i qasti dannogo todestva imeem
dF = d2ω + dω ∧ ω − ω ∧ dω = dω ∧ ω − ω ∧ dω.
Prava qast~ prinimaet vid
[F, ω] = [dω + ω ∧ ω, ω] =
= dω ∧ ω + ω ∧ ω ∧ ω − ω ∧ dω − ω ∧ ω ∧ ω =
= dω ∧ ω − ω ∧ dω.
Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i gruppo$i G
i E vektornoe prostranstvo, na kotorom gruppa G de$istvuet sle-
va i ρ : G // GL(E) predstavlenie gruppy G kak gruppy diffeo-
morfizmov prostranstva E. Pust~ ω — 1-forma svznosti na P.
Rassmotrim associirovannoe rassloenie (P × E)/G. V tom sluqae
my moem postroit~ kovariantnoe differencirovanie ∇ na associ-
irovannom rassloenii s pomow~ 1-formy ω na sootvetstvuwem
glavnom rassloenii sleduwim obrazom:
C∞(P,E)G A1(P,E)bas-




Pust~ s : P // E — kvivariantnoe otobraenie, t.e. ∀p ∈ P,
∀g ∈ G vypolnets s(p · g) = ρ(g−1)s(p). Pokaem, qto ds + ρ′(ω)s
budet kvivariantno$i 1-formo$i so znaqenimi v E. Pust~ X ∈ g,
togda uqityva, qto ιX(ω) = X, poluqim
ιX(ds+ ρ
′(ω)s) = X · s+ ρ′(X)s.
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Poskol~ku s ∈ C∞(P,E)G, to soglasno formule (8) ιX(ds+ ρ′(ω)s) = 0,
priqe¨m iz (11) sleduet, qto danna 1-forma budet take i invari-
antno$i, sledovatel~no, ds + ρ(ω)s ∈ A1(P,E)bas. Iz predloeni 1.7
sleduet, qto C∞(P,E)G ' Γ(M, (P × E)/G). Soglasno diagramme, is-
hod iz 1-formy svznosti na glavnom rassloenii P, opredelets
kovariantnoe differencirovanie na sootvetstuwem associirovan-
nom rassloenii.
 3. Parallel~ny$i perenos.
Pust~ ϕ : N −→ M — gladkoe otobraenie mnogoobrazi$i i
(E , pi,M) — vektornoe rassloenie. Oboznaqim qerez ∇E kovari-
antnoe differencirovanie na vektornom rassloenii E . Pust~ ϕ∗ :
Γ(M, E) // Γ(N,ϕ∗E). Opredelim dl f ∈ C∞(N) i s ∈ Γ(M, E) ko-
variantnoe differencirovanie na rassloenii ϕ∗E s bazo$i N :
∇ϕ∗E(fϕ∗s) = df ⊗ ϕ∗s+ fϕ∗(∇Es).
Pust~ γ(t) : R −→ M — gladka kriva na mnogoobrazii M, s kasa-
tel~nym vektorom γ˙(t) = dγ( d
dt
)t ∈ Tγ(t)M. Esli kriva s : R −→ γ∗E
budet gladko$i, to ∇Eγ˙(t)s(t) opredelet kovariantnoe differenciro-
vanie ∇γ∗E(s)(t). Pust~ rassloenie E = M × E trivial~no, togda
ishod iz ravenstva (18) ∇E = d+ ω. V tom sluqae s(t) = (γ(t), f(t)),





Parallel~ny$i perenos vdol~ krivo$i γ(t) to gomomorfizm seqeni$i
τγ(t) ∈ Hom(Eγ(0), Eγ(t))
Parallel~ny$i perenos opredelets rexenimi sistemy differen-
cial~nyh uravneni$i
∇Eγ˙(t)τγ(t) = 0, (24)
s naqal~nym usloviem τγ(0) = id, gde id todestvennoe preobrazo-
vanie.
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 4. Affinnye svznosti.
V dannom paragrafe rassmotrim svznosti na kasatel~nom ras-
sloenii TM, ih take nazyvat affinnymi svznostmi. Affinna
svznost~ ∇ sopostavlet kadomu vektornomu pol X na M ko-
variantnu proizvodnu ∇X vdol~ pol X.
Opredelenie 2.5. Fundamental~no$i 1-formo$i na mnogoobrazii
M nazyvaets 1-forma θ so znaqenimi v kasatel~nom rassloenii
TM taka, qto θ(X) = X ∀X ∈ TM. Kruqeniem affinno$i svznosti
∇ nazyvaets differencial~na forma T = ∇θ ∈ A2(M,TM). Esli
kruqenie T = 0, to govorits, qto ∇ — afinna svznost~ bez
kruqeni.
Dl dvuh vektornyh pole$i X, Y na mnogoobrazii M, ishod iz
formuly (20), my moem opisat~ kruqenie T (X, Y ) ∈ Γ(M,TM) vno$i
formulo$i:
T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]. (25)
Svznost~ na TM porodaet kovariantnoe differencirovanie na
lbom vektornom rassloenii, associirovannom s rassloeniem repe-
rov R(M), v qastnosti, na vnexnem rassloenii ΛT ∗M. Dl affinno$i
svznosti imeet mesto sleduwa formula:
∇X(α ∧ β) = ∇Xα ∧ β + α ∧∇Xβ
dl lbyh odnorodnyh differencial~nyh form α i β i lbogo
vektornogo pol X. Esli α — k-forma i X, Y1, . . . , Yk — vektornye
pol na M, to
X · α(Y1, . . . , Yk) = (∇Xα)(Y1, . . . , Yk) +
k∑
i=1
α(Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Yk).
Predloenie 2.8. Dl affinno$i svznosti bez kruqeni ∇ na
rassloenii TM vnexni$i differencial D raven kompozicii
Γ(M,ΛT ∗M) ∇ // Γ(M,T ∗M ⊗ ΛT ∗M) ε // Γ(M,Λ•+1T ∗M),
gde ε : T ∗M ⊗ Λ•T ∗M // Λ•+1T ∗M.
Dokazatel~stvo. Poskol~ku, affinna svznost~ ∇ udovletvo-
ret pravilu Le$ibnica, to i opreator D = ε◦∇ budet udovletvort~
pravilu Le$ibnica, t.e.
D(αβ) = Dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ Dβ.
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Neobhodimo pokazat~, qto operator D na 1-formah budet sovpadat~
s vnexnim differencirovaniem d. Posleduwee dokazatel~stvo bu-
det opirat~s na formulu
D2f = D(df) = −〈T, df〉 ∈ A2(M), ∀f ∈ C∞(M),
gde T ∈ A2(M,TM) — kruqenie affinno$i svznosti ∇. Esli T = 0,
to operator D budet de$istvovat~ na 1-formah kak i vnexnee dif-
ferencirovanie d. V koordinatno$i okrestnosti U ⊂M s lokal~no$i
koordinatno$i sistemo$i (x1, . . . , xn) my bere¨m Xi = ∂∂xi , kak bazis dl
kadogo kastel~nogo prostranstva TxM, x ∈ U, i dxi kak dual~ny$i
bazis v T ∗xM. Oboznaqim kovariantnu proizvodnu vdol~ Xi qerez








∇idxj = ε(dxidxk) ∂f
∂xj
〈∇i(dxj), Xk.〉
Ishod iz praviala Le$ibnica, imeem
0 = ∇i〈dxj, Xk〉 = 〈∇idxj, Xk〉+ 〈dxj,∇iXk〉.
Zapixem θ = Xkdxk i proverim, qto θ de$istvitel~no vlets fun-
damental~no$i 1-formo$i. Pust~ Y = ykXk, togda





Kruqenie affinno$i svznosti ∇ primet vid
T (Xi, Xk) = ∇·θ(Xi, Xk) = ∇iθ(Xk)−∇kθ(Xi)−θ([Xi, Xk]) = ∇iXk−∇kXi.
Teper~
D(df) = −ε(dxidxk) ∂f
∂xj
〈dxj,∇iXk〉 = −ε(dxidxk)〈df, T (Xi, Xk)〉.
¤
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 5. Rimanovy mnogoobrazi i svznost~ Levi-Qevita.
Metriko$i na vektornom rassloenii (E , pi,M) nazyvaets glad-
koe seme$i-stvo nevyrodennyh vnutrennih proizvedeni$i na sloh
dannogo rassloeni. Govorits, qto kovariantnoe differencirova-
nie ∇ : Γ(M, E) // Γ(M,T ∗M ⊗ E) sovmestimo s metriko$i, esli
g(s1, s2) = (∇(s1), s2) + (s1,∇(s2)),
gde si ∈ Γ(M, E).
Pust~ ∇ — kovariantnoe differencirovanie, sovmestimoe s
metriko$i na rassloenii E . Krivizna Fx(X, Y ) prinimaet znaqeni
v algebre Li so(Ex) kosoprisoedine¨nnyh ndomorfizmov slo Ex. V
sluqae esli v sloe Ex vybran bazis, to ndomorfizmy realizuts
matricami i na zyke matric to oznaqaet, qto krivizna prinimaet
znaqeni v algebre Li kososimmetriqnyh matric.
Pust~M — n−mernoe mnogoobrazie. MnogoobarzieM dopuskaet
rimanovu metriku, kada rimanova metrika g opredelet skalr-
noe proizvedenie v kadom kasatel~nom prostranstve TxM. Rima-
novo$i strukturo$i na M nazyvaets metrika na kasatel~nom ras-
sloenii TM. S pomow~ rimanovo$i struktury my moem postroit~
rassloenie ortonormal~nyh reperov
O(M) = {(x, (e1, . . . , en))},
gde ei — ortonormal~ny$i bazis kasatel~nogo prostranstva TxM v
toqke x ∈M.
Pust~ M1, M2 — rimanovy mnogoobrazi s rimanovymi metrika-
mi g1, g2 sootvetstvenno. Otobraenie f : M1 −→ M2 nazyvaets
izometriqeskim v toqke x ∈M1, esli g1(X, Y ) = g2(f∗X, f∗Y ) dl vseh
X, Y ∈ TxM1, gde f∗ : TxM1 −→ Tf(x)M2 differencial otobraeni
f. Esli k tomu e f vzaimo odnoznaqno otobraaet M1 na M2, to f
nazyvaets izometrie$iM1 naM2, t.e. izometri — to izomorfizm,
sohranwi$i znaqeni vseh skalrnyh proizvedeni$i. Ortonor-
mal~ny$i reper p ∈ O(M) nad toqko$i x ∈ M moet byt~ rassmotren
kak izometri u = (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7→ xiei ∈ TxM. Pust~ pi — proekt-
si O(M) na mnogoobrazie M. Rassloenie O(M) — to glavnoe rass-
loenie so strukturno$i gruppo$i O(n), i kasatel~noe rassloenie k M
budet vektornym rassloeniem, associirovannym s O(M), t.e.
TM ' (O(M)× Rn)/O(n).
Na kasatel~nom rassloenii TM s bazo$i M, gde M — rimanovo
mnogoobrazie, suwestvuet edinstvennoe kovariantnoe differenci-
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rovanie bez kruqeni, sovmestimoe s rimanovo$i metriko$i, ono na-
zyvaets svznost~ Levi-Qivita.
Svznosti Levi-Qivita ∇XY opredelets ravenstvom
2g(∇XY, Z) = X · g(Y, Z) + Y · g(X,Z)− Z · g(X,Y ) +
+g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y ) + g(X, [Z,X]).
Oboznaqim qerez so(TM) rassloenie (O(M) × so(n))/O(n). Pust~
Ad : O(n) → Mat(so(n)) — prisoedine¨nnoe predstavlenie gruppy
O(n) na algebre Li so(n), togda Ad(A)(a) = A−1aA, gde A ∈ O(n),
a ∈ so(n). Slomi so(TM) budut kososimmetriqnye matricy.
Krivizna svznosti Levi-Qivita — to 2-forma na M so znaqe-
nimi v so(TM), ona nazyvets rimanovo$i krivizno$i i oboznaqaets
R ∈ A2(M, so(TM)). Dl lbyh vektornyh pole$i X, Y, Z na M imeet
mesto ravenstvo
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (26)
Dl dvuh vektornyh pole$i na M, zapisyva R(X, Y ), my imeem v
vidu, qto R — 2-forma i my rassmatrivaem ee¨ znaqenie na vek-
tornyh polh, v rezul~tate poluqaem kosoimmetriqnu matricu
(R(X, Y ))ij = R
i
jklX
kY l. Zapisyva (RX, Y ), my rassmatrivaem R kak
kososimmetriqnu matricu i (RX, Y ) budet 2-formo$i.
Predloenie 2.7. Pust~ X, Y, Z — vektornye pol na M. Imet
mesto sleduwie strukturnye uravneni:
1. R(X,Y ) = −R(Y,X);
2. (R(W,X)Y, Z) + (Y,R(W,X)Z) = 0;
3. R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;
4. (R(W,X)Y, Z) = (R(Y, Z)W,X).
Dokazatel~stvo. Pervoe ravenstvo sleduet iz togo, qto R vl-
ets 2-formo$i, vtoroe uravnenie sleduet iz togo, qto Rx(W,X) ∈
∈ so(TxM). Dokaem (3) uravnenie, ono imeet mesto dl krivizny
lbo$i svznosti bez kruqeni na TM. Iz opredeleni rimanovo$i
krivizny svznosti ∇ sleduet
∇X∇YZ −∇X∇ZY = ∇X [Y, Z],
∇Y∇ZX −∇Y∇XZ = ∇Y [Z,X],
∇Z∇XY −∇Z∇YX = ∇Z [X, Y ]
Sloiv ti tri uravneni, poluqim
∇X∇YZ +∇Y∇ZX +∇Z∇XY −∇Y∇XZ −∇Z∇YX −∇X∇ZY =
= ∇X [Y, Z] +∇Y [Z,X] +∇Z [X, Y ],
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otkuda neposredstvenno sleduet uravnenie (3).
Dokaem, qto imeet mesto todestvo (4). Iz tret~ego todestva
sleduet, qto
(R(W,X)Y, Z) + (R(X,Y )W,Z) + (R(Y,W )X,Z) = 0.
Zamenim v poluqennom uravnenii Z na W, X, Y sootvetstvenno i
sloim poluqivxies v rezul~tate qetyre sootnoxeni. Ispol~-
zu uravnenie (1) i sledstvie iz vtorogo uravneni: (R(W,X)Y, Z) =
= −(Z,R(W,X)Y ) = −(R(W,X)Y, Z), poluqaem
(R(Z,W )X, Y ) + (R(Z,X)Y,W ) + (R(Z, Y )W,X) = 0 (27)
Iz (3) sleduet, qto
(R(Y,W )Z,X) = −(R(W,Z)Y,X)− (R(Z, Y )W,X).
Primeniv k tomu ravenstvu (1), poluqim sootnoxenie
(R(Z, Y )W,X) = (R(Z,W )Y,X)− (R(Y,W )Z,X),
podstavim ego v (27), poluqim (R(Z,X)Y,W ) = (R(Y,W )Z,X). ¤
V okrestnosti U s lokal~no$i koordinatno$i sistemo$i (x1, . . . , xn)
my bere¨m Xi = ∂/∂xi, i = 1, . . . , n, kak bazis dl kasatel~nogo pro-
stranstva TxM, x ∈ U, i X i = dxi, kak dual~ny$i bazis v T ∗xM. Kom-
ponenty Rijkl dl rimanovo$i krivizny otnositel~no dannyh bazisov
zadats tak:
Riijk = 〈R(Xk, Xl)Xj, X i〉,
zdes~ skobki 〈, 〉 oznaqat znaqenie R(Xk, Xl)Xj v dual~nom bazise,
indeksy k, l ukazyvat na strukturu 2-formy, a indeksy i, j — na
to, qto R prinimaet znaqeni v End(TM). Dl svznosti, soglaso-
vanno$i s metriko$i g, vvede¨m tenzor
Rijkl = (R(Xk, Xl)Xj, Xi),
t.e. Rijkl = gipR
p
jkl. Tenzor Rijkl kososimmetriqen po indeksam i, j.
Soglasno todestvu (4) predloeni 2.7, dl tenzora rimanovo$i
krivizny imeec simmetri vida Rijkl = Rklij. Pust~ ei, i = 1, . . . , n
— ortonormal~ny$i bazis v kasatel~nom prostranstve TxM, x ∈ M,
i ei — dual~ny$i bazis. Otnositel~no ortonormal~nogo bazisa 2-












sled tenzora Riqqi rM =
∑





 1. Superprostranstva i superalgebry.
Prede vsego vvede¨m opredeleni ponti$i, neobhodimyh nam vda-
l~ne$ixem. Otmetim, qto v danno$i glave pod algebro$i my ponimaem
associativnu s edinice$i algebru nad R iil C.
Pod superprostranstvom budem ponimat~ Z2-graduirovannoe vek-
tornoe prostranstvo E = E+⊕E−, gde E+, E− podprostranstva vek-
tornogo prostranstva E. My oboznaqili dl kratkosti dva le-
menta iz Z2 qerez + i −, hot v de$istvitel~nosti dolny byli by
oboznaqat~ qerez 0 mod 2 i 1 mod 2. V zavisimosti ot primeneni
v fizike, lementy iz E± budut nazyvat~s qe¨tnymi/neqe¨tnymi,
poloitel~nymi/otricatel~nymi, bozonami/fermionami. V tom
sluqae, esli dl lementa v prostranstva E opredelena graduirovka
|v|, t.e. |v| = 0, esli v ∈ E+ i |v| = 1, esli v ∈ E−, to on budet nazy-
vat~s odnorodnym. Sleduet otmetit~, qto govor o graduirovke
odnorodnogo lementa, my imeem v vidu sootvetstvuwie klassy
vyqetov po modul 2. Zametim, qto Z2-graduirovanna struktura
moet byt~ oqevidnym obrazom perenesena na tenzornye proizve-
deni Z2-graduirovannyh prostranstv, t.e. dl superprostranstv
E = E+ ⊕ E− i F = F+ ⊕ F− ih tenzornoe proizvedenie est~ Z2-
graduirovannoe vektornoe prostranstvo E ⊗ F, gde
(E ⊗ F )+ = E+ ⊗ F+ ⊕ E− ⊗ F−
(E ⊗ F )− = E+ ⊗ F− ⊕ E− ⊗ F+
Lboe negraduirovannoe vektornoe prostranstvo F mono rassmat-
rivat~, kak Z2-graduirovannoe, polaga F+ = F i F− = 0.
Superprostranstvo A = A+ ⊕ A− nazyvaets superalgebro$i (ili
Z2-graduirovanno$i algebro$i), esli A algebra i umnoenie v A so-
glasovano s Z2-graduirovanno$i strukturo$i, t.e.
A±A± ⊂ A+, A±A∓ ⊂ A−. (28)
Zametim, qto uslovie soglasovannosti umnoeni s Z2-graduirovan-
no$i strukturo$i kvivalentno tomu, qto dl lbyh odnorodnyh le-
mentov a, b ∈ A imeet mesto |ab| = |a| + |b|. Dl dvuh proizvol~nyh
odnorodnyh lementov a, b superalgebry A opredelim graduirovan-
ny$i kommutator [a, b] ∈ A formulo$i
[a, b] = a · b− (−1)|a||b|b · a, (29)
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gde |a|, |b| graduirovki lementov a i b, priqe¨m soglasno Z2-gradu-
irovanno$i strukture algebry A imeet mesto |ab| = |a| + |b|, priqe¨m
|a| = 0, esli a ∈ A+, i |a| = 1, esli a ∈ A−. Superalgebru A nazove¨m
kommutativno$i, esli dl dvuh proizvol~nyh lementov a, b ∈ A
imeet mesto [a, b] = 0. Otmetim, qto esli hot by odin iz lementov
[a, b] qe¨tny$i, graduirovanny$i kommutator (29) stanovits obyqnym
kommutatorom.
Privede¨m nekotorye primery superalgebr:
1) Algebra ndomorfizmov End(E) superprostranstva E budet
superalgebro$i otnositel~no kompozicii ndomorfizmov s Z2-gra-
duirovanno$i strukturo$i:
End+(E) = End(E+, E+)⊕ End(E−, E−),
End−(E) = Hom(E+, E−)⊕ Hom(E−, E+).
Iz vyxe privede¨nnyh formul sleduet, qto ndomorfizm (line$iny$i
operator) L : E // E superprostranstva E nazyvaets qe¨tnym,
esli on ne menet graduirovku lbogo odnorodnogo lementa iz E
i neqe¨tnym v obratnom sluqae .
2) Odnim iz vane$ixih primerov kommutativnyh superalgebr
vlets algebra Grassmana. Opixem podrobnee strukturu danno$i
algebry.
Opredelenie 3.1. Algebro$i Grassmana nazyvaets associativna
algebra s edinice$i, porodaema sistemo$i obrazuwih {ξ1, . . . , ξp},
na kotorye naloeny kommutacionnye sootnoxeni: ξiξj = −ξjξi,
∀i, j ∈ (1, . . . , p).
Iz togo opredeleni sleduet, qto v qastnosti, (ξi)2 = 0, i =
= 1, . . . , p. Algebru Grassmana s p obrazuwimi oboznaqim Gp. Os-
novnym opredelwim svo$istvom grassmanovo$i algebry vlets
antikommutativnost~ ee¨ obrazuwih ξiξj = −ξjξi. Proizvol~ny$i






αi1...ikξi1 . . . ξik , (30)
gde koficienty αi1...ik vlts libo vewestvennymi, libo kom-
pleksnymi qislami, v zavisimosti ot pol, nad kotorym rassmat-
rivaets danna algebra Grassmana. Monomy 1, ξ1, . . . , ξp, ξ1ξ2, . . .
. . . , ξp−1ξp, . . . , ξ1 . . . ξp obrazut bazis vektornogo prostranstva Gp,
otkuda sleduet, qto dimGp = 2p.
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Moet byt~ dokazano [9], qto algebra Gp vlets kommuta-
tivno$i superalgebro$i. De$istvitel~no, v algebre Grassmana suwest-
vuet estestvenna struktura superprostranstva, a imenno, lbo$i
lement θ ∈ Gp moet byt~ edinstvennym obrazom predstavlen v
vide




αi1...i2rξ1 . . . ξ2r, i r ∈ [0, [p2 ]], (zdes~ [p2 ] oznaqaet celu
qast~ p
2
), t.e. to line$ina kombinaci monomov ξi1 . . . ξir s qe¨tnym
r; θ− line$ina kombinaci monomov, no s neqe¨tnym r. lementy
θ+ nazyvats qe¨tnymi lementami algebry Grassmana, a θ− —
neqe¨tnymi. Oboznaqim qerez G+p — mnoestvo vseh qe¨tnyh lemen-
tov, qerez G−p — mnoestvo vseh neqe¨tnyh lementov. Mnoestva
G+p , G
−
p vlts podprostranstvami Gp i algebra Grassmana Gp
predstavlet sobo$i ih prmu summu. Takim obrazom, algebra
Grassmana Gp vlets superprostranstvom. Netrudno zametit~,
qto proizvedenie qe¨tnyh lementov algebry Grassmana vnov~ vl-
ets qe¨tnym lementom, proizvedenie neqe¨tnyh lemetov — qe¨tnym
lementom, proizvedenie qe¨tnogo i neqe¨tnogo lementov — neqe¨tnym
lementom. Sledovatel~no umnoenie v algebre Grassmana soglaso-
vano s graduirovanno$i strukturo$i i algebra Grassmana vlets
superalgebro$i. Neslono pokazat~, qto imeet mesto
θ · ϑ = (−1)|θ||ϑ|ϑ · θ, (31)
gde θ, ϑ odnorodnye lementy algebry Grassmana i |θ|, |ϑ| — ih
graduirovki, priqe¨m, |θ · ϑ| = |θ| + |ϑ|. Iz formuly (31) sleduet
kommutativnost~ grassmanovo$i algebry.
3) Ewe¨ odnim primerom superalgebry vlets algebra Klif-
forda. Rassmotrim koneqnomernoe vektornoe prostranstvo V s met-
riko$i g, priqe¨m dimV = p. Postroim taku associativnu algebru
Cp s edinice$i 1, qto dl lbogo vektora x ∈ V budet vypolneno
sootnoxenie
x2 = g(x, x) · 1 = |x|2 · 1, (32)
t.e. skalrny$i kvadrat kadogo vektora iz V budet realizovan kak
ego kvadrat v smysle umnoeni v algebre Cp. Algebru Cp nazyvat
algebro$i Klifforda. Vyberem v V ortogonal~ny$i bazis {e1, . . . , ep},
imeem g(ei, ej) = 0, esli i 6= j i |ei|2 = g(ei, ei) = ai, gde ai = ±1. Pust~
bazis {e1, . . . , ep} upordoqen takim obrazom, qto a1 = . . . = ak = 1 i
ak+1 = . . . = ap = −1, gde 1 ≤ k ≤ p. Togda lbo$i vektor x ∈ V moet
byt~ razloen po bazisu kak x =
∑p
i=1 x









Sledovatel~no, esli Cp algebra, v kotoro$i imet mesto sootnoxe-
ni (32), to obrazuwie algebry Klifforda {1, e1, . . . , ep} dolny
udovletvort~ sootnoxenim
1 · ei = ei · 1 = ei
eiej = −ejei, esli i 6= j
e2i = ai
(33)
Algebro$i Klifforda nazyvaets associativna algebra s edinice$i
1, obrazuwie {e1, . . . , ep} kotoro$i udovletvort sootnoxenim (33).
Opixem strukturu algebry Klifforda Cp dl vektornogo pro-
stranstva V s metriko$i g. Dl kadogo podmnoestva J ⊂ {1, . . . , p}
vvede¨m simvol eJ , priqe¨m poloim, qto e∅ = 1, gde ∅ – pustoe podmno-
estvo. Pust~ Cp — vektornoe prostranstvo nad polem K s bazisom
{eJ}. Zametim, qto razmernost~ prostranstva Cp ravna 2p. Oprede-
lim teper~ umnoenie na Cp takim obrazom, qto by to vektornoe
prostranstvo stalo associativno$i algebro$i s edinice$i. Blagodar
line$inosti umnoeni, dostatoqno ego opredelit~ na lementah
bazisa Cp. Dl dvuh podmnoestv J, I ⊂ {1, . . . , p} oboznaqim sim-
metriqesku raznost~ (J ∪ I) \ (J ∩ I) = J + I. Pust~ j ∈ {1, . . . , p},
oboznaqim qerez p(J, j) qislo takih lementov i mnoestva J, dl








gde, napomnim, ai = g(ei, ei). Teper~ opredelim umnoenie v algebre
Cp formulo$i
eJeI = ζ(J, I)eJ+I . (34)
Opredele¨nnoe takim obrazom umnoenie budet associativnym [3] i,
kak qastny$i sluqa$i (34), imet mesto sootnoxeni (33). Iz for-
muly (33) sleduet, qto esli J nekoe mnoestvo indeksov (i1, . . . , ik),
to eJ = ei1 . . . eik . Takim obrazom, Cp est~ algebra Klifforda.
Algebra Klifforda vlets nekommutativno$i superalgebro$i
[9]. Proizvol~ny$i lement x ∈ Cp imeet vid






xijeiej + . . .+ x
1...pe1 . . . ep.
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Oqevidno, qto Z2-graduirovanna struktura algebry Klifforda
Cp opredelets tak e, kak i dl algebry Grassmana Gp. Gra-
duirovku lementa x ∈ Cp oboznaqim qerez |x|; dl dvuh proizvol~-
nyh odnorodnyh lementov x, y ∈ Cp imeet mesto |xy| = |x| + |y|. V
otliqie ot algebry Grassmana, algebra Klifforda ne vlets
kommutativno$i.
Rassmotrim konkretny$i primer algebry Klifforda. Pust~ V
— kompleksna ploskost~ C2 s evklidovo$i metriko$i g(v, w) = v2+
+w2. Pust~ {e1, e2}— ortonormirovanny$i bazis v C2. Togda algebra
Klifforda C2 budet sostot~ iz lementov vida
x = x01 + x1e1 + x
2e2 + x
12e1e2,
gde x0, x1, x2, x12 ∈ C i obrazuwie to$i algebry e1, e2 podqints
sleduwim sootnoxenim
1ei = ei1 = ei, eiej + ejei = 2δij, i, j = 1, 2.
Pokaem, qto algebra Klifforda C2 moet byt~ predstavlena kom-
pleksnymi 2× 2-matricami, t.e. suwestvuet line$inoe otobraenie
ρ : C2 //Mat2(C) takoe, qto
ρ(xy) = ρ(x)ρ(y).
Pust~






















Matricy σ1, σ2 σ3 nazyvats matricami Pauli, oni udovletvor-
t sootnoxenim σiσk + σkσi = 2δikI i vmeste s ediniqno$i matrice$i
obrazut bazis v algebre kompleksnyh 2 × 2-matric Mat2(C). Sle-
dovatel~no, algebru Klifforda C2 mono otodestvit~ s algebro$i
Mat2(C), poskol~ku matricy Pauli udovletvort tem e soot-
noxenim v algebre matric Mat2(C), qto i obrazuwie algebry
Klifforda v C2.
Obrazuwie algebry Klifforda Cp, kak pravilo, oboznaqat-
s simvolami γ1, . . . , γp. V sleduwem paragrafe my toe budem
priderivats tih oboznaqeni$i.
Superalgebro$i Li nazove¨m Z2-grauirovannoe vektornoe prostran-
stvo LS s opredele¨nno$i na ne¨m line$ino$i operacie$i [, ] : LS // LS,
udovletvorwe$i uslovim:
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1) [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a],
2) (−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|c||b|[c, [a, b]] + (−1)|b||a|[b, [c, a]] = 0, gde a, b,
c ∈ LS i |a|, |b|, |c| — graduirovki sootvetstvuwih lementov.
Pust~ A — superalgebra i L — Z2-graduirovanna Abeleva
gruppa, t.e. zadano razloenie Abelevo$i gruppy L v prmu summu
L = L+⊕L−, priqe¨m sloenie v to$i gruppe udovletvoret uslovi
|a + b| = |a| + |b|. Abelevu gruppu L nazyvat Z2-graduirovannym
levym modulem nad algebro$i A ili levym supermodulem, esli L
budet levym modulem nad A i AiLj ⊂ Li+j, ∀i, j ≥ 0. Pravy$i super-
modul~ opredelets analogiqno.
 2. Supersvznost~ i operator supersimmetrii.
V tom paragrafe my rassmotrim koncepci supersvznosti,
predloennu D. Kuillenom, predstavlwu sobo$i obobwenie
ponti kovariantnogo differencirovani.
Superrassloeniem nad mnogoobraziem M nazyvaets rassloenie
E = E+⊕E−, gde E+, E− — vektornye rassloeni nad M. Takim obra-
zom, slomi superrassloeni E budut superprostranstva. Esli E
— vektornoe rassloenie, to my moem rassmatrivat~ ego kak su-
perrassloenie, polaga E+ = E , E− = 0.
Rassmotrim prostranstvo differencial~nyh form A(M) na mno-
goobrazii M. to prostranstvo vlets kommutativno$i superal-
gebro$i s Z2-graduirovanno$i strukturo$i
A(M) = A+(M)⊕A−(M),
gde A+(M) sostoit iz differencial~nyh form qe¨tnogo pordka i
A−(M) — iz differencial~nyh form neqe¨tnogo pordka.
Pust~ E— superrassloenie nad gladkim mnogoobraziemM. Pust~
A(M, E) — prostranstvo differencial~nyh form na M so znaqeni-
mi v E . Napomnim, qto imeet mesto sleduwi$i izomorfizm pros-
transtv Ak(M, E) ' Ak(M) ⊗C∞M Γ(M, E). Potomu, esli θ ∈ A(M, E)
— odnorodna differencial~na forma, znaqenimi kotoro$i na
proizvol~nyh vektornyh polh budut gladkie seqeni superras-
sloeni E , to forma θ imeet dve razliqnye graduirovki: perva
vlets graduirovko$i differencial~no$i formy (t.e. qe¨tno$i, ne-
qe¨tno$i) i vtora vlets graduirovko$i seqeni superrassloeni
E . to dae¨t vozmonost~ opredelit~ novu graduirovku dl formy
θ kak summu dvuh opisannyh vyxe graduirovok. Naprimer, 1-forma
θ ∈ A1(M, E) taka, qto θ(X) ∈ Γ(M, E−), ∀X ∈ Γ(M,TM), budet qe¨tno$i
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formo$i, otnositel~no novo$i graduirovki. Takim obrazom, nova
Z2-graduirovanna struktura prostranstva A(M, E) opredelet ra-
zloenie:









Opredelenie 3.3. Supersvznost~ na superrassloenii E nazy-
vaets neqe¨tny$i differencial~ny$i operator pervogo pordka
D : A±(M, E) −→ A∓(M, E),
udovletvorwi$i pravilu Z2-graduirovannogo Le$ibnica
D(α ∧ θ) = dα ∧ θ + (−1)|α|α ∧Dθ, (35)
gde α ∈ A(M), θ ∈ A(M, E).
Operator D mono rasprostranit~ na prostranstvo A(M,End(E))
differencial~nyh form so znaqenimi v End(E) s pomow~ for-
muly
D(θ) = D ◦ θ + (−1)|θ|θ ◦D,
gde θ ∈ A(M,End(E)). Dl togo, qtoby ubedits, qto D(θ) ∈ A(M,End(E)),
dostatoqno pokazat~, qto D(θ) kommutiruet s vnexnim umnoeniem
na obyqnu differencial~nu formu.
Opredelenie 3.4. Krivizno$i supersvznosti D nazyvaets qe¨tny$i
operator FD = D2, de$istvuwi$i na prostranstve A(M, E) differ-
encial~nyh form so znaqenimi v superrassloenii E .
Predloenie 3.5. Esli D supersvznost~ na superrassloenii E ,
to krivizna FD supersvznosti vlets 2-formo$i so znaqenimi v
End(E), t.e. FD ∈ A(M,End(E)), i udovletvoret todestvu B~nki
D(FD) = 0.
Rassmotrim neqe¨tny$i ndomorfizm L superrassloeni E, t.e.
L ∈ Γ(M,End−(E)), gde End(E) = End+(E)⊕End−(E) rassloenie ndo-
morfizmov i v lbo$i toqke x ∈ M imeet mesto Lx : E±x // E∓x .
Neqe¨tny$i ndomorfizm L oqevidnym obrazom de$istvuet na seqenih
superrassloeni E , t.e. L : Γ(M, E±) // Γ(M, E∓). Formula (10)
pozvolet rasprostranit~ neqe¨tny$i ndomorfizm L na vse¨ pros-
transtvo A(M, E) = Γ(M, E)⊕A1(M, E)⊕ . . . differencial~nyh form
so znaqenimi v superrassloenii E , polaga
L(θ ⊗ s) = (−1)|θ| θ ⊗ L(s), (36)
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gde θ ∈ A(M), s ∈ Γ(M, E) i |θ| oznaqaet graduirovku formy θ. Oboz-
naqim qerez D : Ar(M, E) //Ar+1(M, E) svznost~ na superrassloenii
E . Togda line$iny$i operator D = D + L budet supersvznost~ na
superrassloenii E. Napomnim, qto lokal~no svznost~ vyraalas~
kak D = d+ω, gde ω — matrica iz 1-form na mnogoobrazii M. Togda
lokal~no supersvznost~ D i ee¨ krivizna FD imeet vid
D = d+ ω + L, FD = D
2 = Θ+ dL+ [ω, L] + L2, (37)
gde Θ = dω+ω∧ω forma krivizny svznosti D. Tak kak forma kri-
vizny supersvznosti udovletvoret todestvu B~nki, to lokal~no
budet imet~ mesto formula
dFD = [FD, ω + L]. (38)
De$istvitel~no,
dFD = d(dω + ω ∧ ω + dL+ [ω,L] + L2) =
= d2ω + dω ∧ ω − ω ∧ dω + d2L+ d(ω · L+ L · ω) + dL2 =
= dω ∧ ω − ω ∧ dω + dω · L− ω · dL+ dL · ω − L · dω + dL2.
s drugo$i storony
[FD, ω + L] = dω ∧ ω + ω ∧ ω ∧ ω + dL · ω + ω · L · ω + L · (ω ∧ ω) + L2 · ω +
dω · L+ (ω ∧ ω) · L+ dL · L+ ω · L2 + L · ω · L+ L3 −
−ω ∧ dω − ω ∧ ω ∧ ω − ω · dL− (ω ∧ ω) · L− ω · L · ω − ω · L2 −
−L · dω − L · (ω ∧ ω)− L · dL− L · ω · L− L2 · ω − L3 =
= dω ∧ ω − ω ∧ dω + dω · L− ω · dL+ dL · ω − L · dω + dL2
Pust~ (P, pi,M) — glavnoe rassloenie so strukturno$i gruppo$i
G i ρ : G // GL+(E) — predstavlenie G na superprostranstve
E. Predstavlenie ρ soglasovano s Z2-graduirovanno$i strukturo$i
superprostranstva E, t.e. ρ(g) : E± //E±,∀g ∈ G. Associirovannoe
vektornoe rassloenie F = (P × E)/G = P ×G E vlets superras-
sloeniem. Prostranstvo A(M,F ) differencial~nyh form so znaqe-
nimi v F budet izomorfno prostranstvu Abas(P,E) kvivariantnyh
form na prostranstve rassloeni P so znaqenimi v E, t.e.
A(M,F ) ∼= Abas(P,E).
Pust~ na glavnom rassloenii P zadana 1-forma svznosti ω i ∇ω(σ) =
= dσ + ρ′(ω) ∧ σ — kovariantnoe differencirovanie, inducirovan-
na to$i svznost~ na associirovannom superrassloenii F, gde
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ρ′ : g //End+(E) — infinitezimal~noe predstavlenie algebry Li
g gruppy G i σ ∈ Abas(P,E).
Opiras~ na svznost~ ω, postroim supersvznost~ na rassloenii
F s pomow~ neqe¨tnogo kvivariantnogo ndomorfizma L trivial~




gde p ∈ P, g ∈ G. Rasprostran L na prostranstvo kvivariant-
nyh form so znaqenimi v P × E, ime v vidu (36), postroim su-
persvznost~ Dω, kotoru lokal~no mono predstavit~ s pomow~
formy svznosti ω i ndomorfizma L mono sleduwim obrazom
Dω = ∇ω + L = d+ ρ′(ω) + L.
Lokal~no krivizna Fω supersvznosti Dω budet imet~ vid
Fω = ρ
′(Θω) + dL+ [ρ′(ω), L] + L2, (39)
gde Θω — forma krivizny svznosti ω. I todestvo B~nki primet
vid
dFω = [Fω, ρ
′(ω) + L]. (40)
Rassmotrim teper~ glavnoe rassloenie (P, pi,M) so strukturno$i
gruppo$i G = Spin(p), gde p qe¨tnoe qislo. Ispol~zu gomomorfizm
Spin(p) // O(p) spinorno$i gruppy v gruppu ortogonal~nyh matric
O(p), mono postroit~ associirovannoe vektornoe rassloenie F =
= (P ×V )/G, gde V = Rp. Trivial~noe rassloenie P ×V moet byt~
rassmotreno kak glavnoe rassloenie nad F.
Pust~ Cp — algebra Klifforda nad polem C s obrazuwimi
γ1, ..., γp i S2 — kompleksna ploskost~ C2. V predyduwem paragrafe


















Sledovatel~no superalgebra C2 izomorfna algebre ndomorfizmov
kompleksno$i ploskosti S2, t.e C2 ∼= S2. Opredelim na kompleksno$i
ploskosti S2 strukturu superprostranstva so sleduwe$i Z2-gra-
duirovanno$i strukturo$i (soglasno primeru v predyduwem para-
grafe): pervy$i bazisny$i vektor budet sqitat~s qe¨tnym, vtoro$i
— neqe¨tnym. ta superstruktura induciruet superstrukturu na
algebre ndomorfizmov End(S2), otnositel~no kotoro$i ta algebra
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stanovits superalgebro$i. Izomorfizm algebr C2 //End(S2), opre-
dele¨nny$i formulami (41), sohranet sootvetstvuwie graduirovku,
t.e. perevodit qe¨tny$i lement algebry C2 v qe¨tny$i ndomorfizm
kompleksno$i ploskosti S2 i neqe¨tny$i— v neqe¨tny$i. Sledovatel~no,
S2 budet supermodulem nad algebro$i Klifforda C2. Superstruk-








otmetim, qto −iγ1γ2 = ε. Soglasno privede¨nno$i konstrukcii pros-
transtvo Sp = S2⊗ ...⊗S2, predstavlwee sobo$i tenzornoe proizve-
denie supermodule$i S2, budet supermodulem nad algebro$i Cp. Imeem
Cp ∼= End(Sp), oboznaqim tot izomorfizm ν : Cp // End(Sp). Pust~
C∗p — gruppa obratimyh lementov algebry Klifforda Cp. Imeets
gomomorfizm grupp r : SpinC(p) //C∗p tako$i, qto infinitezimal~ny$i
gomomorfizm sootvetstvuwih algebr Li imeet vid r′(a) = 1
4
γtaγ,
gde a — lement algebry Li gruppy SpinC(p) (kososimmetriqeska
matrica), γ — matrica-stolbec, sostowa iz obrazuwih alge-
bry Cp. Ograniqenie differenciala gomomorfizma r na vewest-
vennoe podprostranstvo algebry Li gruppy SpinC(p) porodaet go-
momorfizm r : Spin(p) // C∗p , gde Spin(p) vewestvenna spinorna
gruppa. Danny$i gomomorfizm opredelet soglasovannoe s super-
strukturo$i predstavlenie vewestvenno$i spinorno$i gruppy Spin(p)
na superprostranstve Sp i my moem rassmatrivat~ superrassloe-
nie W = ((P ×V )×Sp)/G nad vektornym rassloeniem F = (P ×V )/G.
Pust~ ω — 1-forma svznosti na glavnom rassloenii P. My
moem rasprotranit~ ω do 1-formy svznosti na rassloenii P ×V,
polaga ω(q)(X, v) = ωp(X), gde q = (p, x) ∈ P × V, X ∈ TpP, v ∈ TxV .
Pust~ l — funkci so znaqenimi v Cp na trivial~nom rassloenii
Q := P × V, opredele¨nna kak
lq = ix
kγk,
gde q = (p, x) ∈ Q, p ∈ P, x ∈ V = Rp, x1, x2, . . . , xp – koordinaty
x i γ1, . . . , γp – obrazuwie algebry Klifforda Cp. Poskol~ku Sp
vlets supermodulem nad algebro$i Klifforda Cp, t.e. lbo$i
lement algebry Cp opredelet ndomorfizm superprostranstva Sp,
to my moem rasprostranit~ funkci l do neqe¨tnogo ndomorfizma
L trivial~nogo rassloeni Q× Sp, polaga L(q, t) = (q, lq(t)), gde q ∈
Q, t ∈ Sp i lq : Sp // Sp. Zametim, qto L vlets kvivariantnym
otobraeniem.
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Seme$istvo operatorov, opredele¨nnyh lokal~no,













gde Θωij 2-forma krivizny svznosti ω, ∇ω kovariantnoe differ-
encirovani, x2 =< x, x >=
∑p
i=1(x
i)2 oznaqaet skalrnoe proizvede-
nie v V = Rp.
Pust~ Gp — algebra Grassmana s obrazuwimi ξ1, . . . , ξp i ediniq-
nym lementom 1. Zameniv v (43) obrazuwie algebry Klifforda
γ1, . . . , γp na obrazuwie algebry Grassmana ξ1, . . . , ξp, t.e. γk // ξk,
poluqim polinom
Φω = −x2 + i∇ωxkξk + 1
4
Θωijξiξj. (44)
Danny$i polinom igraet vanu rol~ v topologiqesko$i teorii
pol, potomu qto iz togo polinoma, pute¨m nekotoryh preobrazo-
vani$i, mono poluqit~ vyraenie, vlwees model~ lagrani-
ana topologiqesko$i teorii pol v koneqnomernom sluqae.
Rassmotrim predstavleni µ : Cp // End(Gp) lementov algebry
Klifforda Cp line$inymi operatorami, de$istvuwimi na algebre
Grassmana Gp, opredele¨nnoe sleduwim obrazom
γ2j = ξˆj + ∂j, γ2j+1 = i(ξˆj − ∂j), j = 1, 2, ...m, p = 2m, (45)
gde ∂j — qastnye proizvodnye na algebre Grassmana ot obrazuwih
ξj i ξˆj operator umnoeni na obrazuwie ξj. to predstavlenie
pozvolit nam opredelit~ svz~ medu krivizno$i Fω i polinomom
Φω, ne s pomow~ formal~no$i zameny obrazuwih γk // ξk, no geo-
metriqeski s pomow~ superrassloeni W = Q×GGp. V izloenii
Kuillena [11] ispol~zovalas~ posledovatel~nost~ gomomorfizmov
Spin(p) r // Cp ν // End(Sp), my e budem ishodit~ iz posledova-
tel~nosti Spin(p) r // Cp
µ // End(Gp). Lokal~na svznost~ Dω i ee¨
krivizna Fω zadany v terminah rassloeni Q×GSp. Dl togo qtoby
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Rassmotrim seqenie e : Q //Q×Gp trivial~nogo rassloeni Q×
×Gp, opredle¨nnoe kak e(q) = (q, 1), gde 1 — to ediniqny$i lement
algebry Grassmana Gp. Tak kak dannoe seqenie vlets G−kvi-
variantnym, ono induciruet seqenie na rassloenii Q ×G Gp, oboz-
naqim poluqennoe seqenie take qerez e. De$istvu na dannom se-
qenii krivizno$i Fω, vlwe$is teper~ 2-formo$i so znaqenimi
rassloenii v End(Q×GGp), vyqislim 2-formu so znaqenimi v ras-
sloenii (Q×G Gp)
Fω(e) = −x2 + i∇ωxkξk + 1
4
Θωklξkξl. (48)
Sravniva poluqennoe vyraenie s (44), moem zaklqit~, qto
oni sovpadat. Tem samym my vyrazili geometriqeski$i smysl Φω
v ramkah sootvetstvuwego rassloeni.
Teper na$ide¨m operator, obrawawi$is v nul~ pri de$istvii na
Fω(e). Vyrazim ego iz todestva B~nki dl krivizny Fω :
dFω + [Dω − d, Fω] = 0. (49)
Podstavim v to todestvo znaqeni svznosti Dω i ee¨ krivizny Fω
i sgruppiruem sprava vse qleny, soderawie qastnu proizvodnu
na pervom meste. Togda todestvo B~nki primet vid
dFω + (ωklξˆk∂l + 2 ix
k ∂k)(−x2 + i∇ωxk ξˆk + 1
4
Θωklξˆkξˆl) +R = 0, (50)
gde R est~ summa vseh slagaemyh, v kotoryh qastna proizvodna
stoit na pervom meste sprava. My vyrazili ti slagaemye ot-
del~no, poskol~ku pri de$istvii operatora, stowego v levo$i qasti
todestva (50) na seqenie e, R obrawaets v nul~. Poluqim
(d+ ωklξˆk∂l + 2 ix
k ∂k)(Fω(e)) = 0. (51)
Sledovatel~no, iz todestva B~nki my vyrazili operator, ko-
tory$i obrawaets v nul~ pri de$istvii na Fω(e) = Φω. Oboznaqim
poluqenny$i operator qerez
Qω = d+ ωklξˆk∂l + 2 ixk ∂k. (52)
Zametim, qto pervye dva slagaemyh operatora Qω mogut byt~ zame-
neny na kovariantnu proizvodnu ∇ω. Poskol~ku svznost~ ω sov-
mestima s metriko$i trivial~nogo rassloeni P × V, imeem
dx2 =< ∇ωx, x > + < x,∇ωx >. Togda
Qω = ∇ω + 2 ixk∂k. (53)
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Pokaem, qto poluqenny$i operator Qω induciruet BRST-super-
simmetrii v koneqnomerno$i modeli topologiqesko$i kvantovo$i teo-
rii pol. Pust~ P — rimanovo mnogoobrazie razmernosti l =
= 2m + r, G — r-merna kompakna svzna gruppa, g ee¨ algebra
Li, V — evklidovo vewestvennoe vektornoe prostranstvo razmer-
nosti p = 2m so skalrnym proizvedeniem <,> i ρ ortogonal~noe
predstvalenie gruppy G na prostranstve V . Krome togo, budem
predpolagat~, qto gruppa G svobodno de$istvuet na mnogoobrazii
P s pomow~ izometri$i. to oznaqaet, qto P vlets glavnym
rassloeniem, bazo$i kotorogo sluit 2m-mernoe mnogoobrazie M .
Pust~ E = P ×G W — associirovannoe vektornoe rassloenie, gde
W = g ⊕ V , i gruppa G de$istvuet na svoe$i algebre Li g s po-
mow~ prisoedine¨nnogo predstavleni. Oqevidno, E = Ad(P ) ⊕ E˜,
gde Ad(P ) = P ×G g i E˜ = P ×G V .
Pust~ (x1, x2, ..., x2m) = (xµ) — koordinaty na prostranstve V ,
(λ1, λ2, ..., λd) = (λi) koordinaty na algebre Li g, porodaemye bazi-
som to$i algebry {t1, t2, ..., td}. Togda lbo$i lement λ algebry Li
g mono predstavit~ v vide line$ino$i kombinacii λ = λiti. Pust~
(ξ1, ξ2, ..., ξl) = (χ1, ..., χ2m, ζ1, ..., ζr) = (χµ, ζi) — obrazuwie algebry
Grassmana Gl. Esli ω 1-forma svznosti na glavnom rassloenii P,
to kovariantnoe differencirovanie ∇ω na associirovannom ras-
sloenii E, inducirovanny$i to$i svznost~, moet byt~ estestven-
nym obrazom razloen v summu
∇ω = ∇′ω +∇′′ω, (54)
gde ∇′ω = d + ad(ω) kovariantnoe differencirovanie na associ-
irovannom rassloenii Ad(P ) (so sloem g) i ∇′′ω = d+ρ′(ω) kovariant-
noe differencirovanie na associirovannom rassloenii E˜ (so sloem






gde Θω 2-forma krivizny svznosti ω. Ranee poluqenn 2-forma








+i∇′ωλiζi + i∇′′ωxµχµ− < x, x > −Tr(λ, λ), (56)
gde Tr forma Killinga na algebre Li g. Operator Qω v koordinatah
togo e associirovannogo rassloeni E imeet vid
Qω = ∇′ω +∇′′ω + 2iλi∂i + 2ixµ∂µ, (57)
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gde ∂i proizvodnye po obrazuwim algebry Grassmana ζi, i ∂µ po
obrazuwim algebry Grassmana χµ. Vyxe bylo pokazano, qto to-
destvo B~nki v dannom sluqae imeet vid
Qω(Fω(e)) = 0. (58)
V ramkah danno$i modeli veliqina Fω(e), kotora s geometriqesko$i
toqki zreni vlets lokal~no$i formo$i krivizny supersvznosti,
s fiziqesko$i toqki zreni vlets lagranianom topologiqesko$i
teorii pol. Formula (58) pokazyvaet, qto lagranian Fω(e) sim-
metriqen otnositel~no preobrazovani$i, porodaemyh operatorom
Qω. My pokaem, qto danna konstrukci vlets koneqnomerno$i
model~ topologiqesko$i teorii pol, interpretirovav koordinaty
to$i konstrukcii kak fiziqeskie pol opredele¨nnogo tipa. V tom
sluqae operator Qω pozvolit poluqit~ BRST-supersimmetrii la-
graniana.
My budem sqitat~, qto mul~tiplet ”bozonnyh pole$i” sostoit iz
φ = Fω (krivizna), xµ (koordinaty prostranstva V ) i λi (koordi-
naty na algebre Li g). Mul~tiplet ”fermionnyh pole$i” (ζi, χµ)
(obrazuwie algebry Grassmana Gl), ηi (1-formy ∇′ωλi), ϕµ (1-
formy ∇′′ωxµ). Lokal~na forma krivizny supersvznosti (56) dae¨t






ρ′(φ)µνχµχν + iηiζi + iϕµχµ− < x, x > −Tr(λ, λ). (59)
De$istvu operatorom (57) na kadoe pole, my poluqim BRST-super-
simmetrii lagraniana to$i koneqnomerno$i modeli topologiqesko$i
teorii pol
Qω(φ) = 0, Qω(χ) = 2ix, Qω(ϕ) = ρ′(φ)x, Qω(λ) = η.
Qω(x) = ϕ, Qω(ζ) = 2iλ, Qω(η) = ad(φ)λ, (60)
Esli v kaqestve glavnogo rassloeni P vzt~ beskoneqnomernoe ras-
sloenie neprivodimyh svznoste$i nekotorogo koneqnomernogo glav-
nogo rassloeni, to koneqnomerna model~ topologiqesko$i teorii
pol, izuqenna v tom paragrafe, privede¨t k topologiqesko$i teo-
rii pol Vittena i mono pokazat~ [10], qto BRST-supersimmetrii
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Matemaatika valdkond, millega tegeletakse antud magistritöös, on kihtkon-
dade ja seostuste teooria. Teooria seostustest kihtkondadel tekkis eelmise sa-
jandi esimesel poolel ja selle uurimisega tegeletakse ka kaasaegses diferentsi-
aalgeomeetrias seoses nende rakendusega väljateoorias. Kihtkonna lihtsamaks
näiteks on puutujavektorkond, mis on sileda lõplikumõõtmelise muutkonna
puutujaruumide ühend. Puutujavektorkonna kihiks igas muutkonna punktis
on puutujaruum vastavas punktis ja kihi mõõde on võrdne muutkonna di-
mensiooniga. Selle konstruktsiooni üldistuseks on vektorkonna mõiste. Siledal
muutkonnal defineeritud vektorkonna kihiks on lõplikumõõtmeline vektorruum.
Märgime aga, et suvalise vektorkonna puhul ei tarvitse selle kihi dimensioon
kokku langeda baasiruumi dimensiooniga. Teine kihtkondade tüüp, mida käes-
olevas töös käsitletakse, on peakihtkond. Muutkonna suvalises punktis on
peakihtkonna kihti võimalik samastada Lie rühmaga. Peakihtkondade täh-
tsus seisneb selles, et nende abil saab kirjeldada kalibratsioonivälja teooriaid
diferentsiaalgeomeetria terminites. Kalibratsioonivälja lihtsamaks näiteks on
elektromagnetväli, kuid sellisel juhul on kalibratsioonirühmaks Abeli rühm.
Esimene kalibratsiooniteooria mitte-Abeli kalibratsioonirühmaga SU(2) oli ko-
nstrueeritud 1954. aastal C. N. Yangi ja R. L. Millsi artiklis [16]. Osutus, et
YangMillsi teooria kirjeldab tugevat vastastikmõju aatomi tuumas. Hiljem
olid konstrueeritud ka teised kalibratsiooniväljateooriad, kusjuures antud su-
und teoreetilises füüsikas oli nii edukas ja viljakas, et sai võimalikuks ühendada
ühtse mitte-Abeli kalibratsiooniteooria raamidesse elektromagnetismi ja nõrka
vastastikmõju. Vastavat ühendatud teooriat hakati nimetama elektronõrga
vastastikmõju teooriaks.
Üheks tähtsamaks kihtkonnaga seotud mõisteks on seostuse mõiste, mis esi-
algu tekkis seoses muutkonna puutujavektorite paralleelülekandmisega mööda
siledat joont. Käesolevas töös on vaadeldud kahte ekvivalentset lähenemisviisi
seostuse defineerimisel, kusjuures üks nendest tugineb horisontaalsete puutu-
jaruumi alamruumide jaotuse mõistele ning teine seostuse 1-vormi mõiste-
le. Seostust vektorkonnal määratakse kovariantse diferentseerimise abil. Ma-
gistritöö kaks esimest peatükki on referatiivse iseloomuga ja nad on kirju-
tatud peamiselt raamatute [2], [12] põhjal. Kahes esimeses peatükis on an-
tud seostuste teooria kaasaegne käsitlus. Kolmandas peatükis kasutatakse eel-
nevalt kirjeldatud struktuure topoloogilise väljateooria geomeetrilise kirjelduse
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konstrueerimiseks.
Magistritöö kolmas peatükk sisaldab supeseostuse formalismi käsitlust. Eel-
mise sajandi 80ndatel aastatel pakkusid [14] D. Quillen ja V. Mathai seostuse
üldistuse, mida nemad nimetasid superseostuseks . Eeldades, et vektorkond
omab Z2−gradueeritud struktuuri, ehk tegemist on supervektorkonnaga, saab
diferentsiaalvormide väärtustega selles supervektorkonnas vektorruumi super-
struktuuri esitada kahe gradueeringu summana, kus üks nendest on määratud
diferentsiaalvormide algebra Z2−struktuuriga ja teine tuleb supervektorkonna
superstruktuurist. Nüüd võib superseostust kirjeldada, kui gradueeritud dife-
rentseerimist eespool määratud Z2−gradueeritud struktuuri suhtes. Töös näi-
datakse, et superseostuse kõverus rahuldab Bianchi samasust. Tuleb mainida,
et D. Quillen ja V. Mathai andsid superseostuse mõiste definitsiooni selleks,
et konstrueerida supervektorkonna üldistatud Thomi klassi. Hiljem selgus, et
superseostuse formalismi võib edukalt kasutada ka teistes matemaatika ja väl-
jateooria valdkondades. Esimese topoloogilise väljateooria neljamõõtmelisel
Riemanni muutkonnal konstrueeris E. Witten [15]. Selle teooria lagranºi-
aani L tähtsaim omadus on BRST-supersümmeetria Q, s.t. {Q,L} = 0.
Kui väljateooria lagranºiaan on invariantne BRST-supersümmeetria suhtes,
siis vastava teooria kvantväljateooria konstrueerimiseks kasutatakse BRST-
kvantiseerimist, kusjuures BRST-supersümmeetria nilpotentsus Q2 = 0 män-
gib olulist osa BRST-kvantiseerimisel. Witten näitas, et topoloogilise kvantväl-
jateooria genereeriv funktsionaal ei sõltu Riemanni meetrikast ja langeb kokku
neljamõõtmelise muutkonna Donaldsoni invariantidega. M. F. Atiyah ja L. Jef-
frey rakendasid artiklis [11] superseostuse formalismi topoloogilise kvantvälja-
teooria geomeetrilise struktuuri uurimiseks. Autorid näitasid, et topoloogilise
väljateooria lagranºiaani L on võimalik tuletada üldistatud Thomi klassi dife-
rentsiaalvormist. Märgime, et üldistatud Thomi klassi difrerentsiaalvorm aval-
dub superseostuse kõveruse kaudu. M. F. Atiyah ja L. Jeffrey tööst järel-
dub, et topoloogilise väljateooria neljamõõtmelisel Riemanni muutkonnal vas-
tavaks diferentsiaalgeomeetriliseks formalismiks on superseostuste formalism.
Seega, topoloogilise kvantväljateooria neljamõõtmelisel muutkonnal lagranºi-
aani L analoogiks supervektorkonna geomeetrias on superseostuse kõverus
ja lagranºiaani BRST-supersümmeetriat tuletatakse Bianchi samasusest, kui
me vaatleme operaatorit Q operaatorina, mis toimib diferentsiaalvormide ru-
umis. Käesolevas magistritöös näidatakse, et topoloogilise kvantväljateoo-
ria lagranºiaani L BRST-supersümmetria aluseks on Bianchi samasus, mida
rahuldab superseostuse kõverus, ja konstrueeritakse geomeetriline meetod, mis
lubab, lähtudes Bianchi samasusest, saada lagranºiaani BRST-supersümmeetri-
at. Need originaalsed tulemused on esitatud antud magistritöö kolmanda
peatüki teises paragrahvis ja on avaldatud artiklis [10].
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Connections on fibre bundles, superconnections and
their applications in field theory
Olga Liivapuu
Summary
It is well known that a concept of fibre bundle plays a significant part in
modern differential geometry. For example given a smooth finite dimensional
manifold we can consider the disjoint union of all tangent spaces of this mani-
fold and this structure leads us to an idea of a vector bundle over a manifold.
The set of all frames of all tangent spaces of a manifold leads us to an idea of a
principal fibre bundle where the fiber at a point of a manifold can be identified
with a Lie group. It turns out that the theory of principal fibre bundles is
an adequate geometric formalism for gauge field theories where the structure
group of a principal fibre bundle can be identified with the gauge group of a
corresponding gauge field theory. It is well known that the electromagnetic
field theory or Maxwell theory is a gauge theory, and in this case the gauge
group is Abelian. The first non-Abelian gauge theory was constructed by Yang
and Mills in the middle of the previous century, and it is used to describe the
strong interactions between the particles in a nuclei of atom. Later there were
constructed several gauge field theories which proved to be so successful that
they have led to the unified gauge field theory of electroweak interactions.
Let us remind that the concept of a connection originates from the problem
of parallel transport of a tangent vector along a smooth curve on a manifold.
In terms of the modern differential geometry a connection on a principal fibre
bundle can be defined with the help of a horizontal distribution in tangent
spaces to a principal fibre bundle or equivalently by means of a connection
1-form. In the case of a vector bumdle a connection is defined by means of
a covariant differential. In 80's of the previous century D. Quillen and V.
Mathai proposed a generalization of a notion of connection which they called
a superconnection [14]. Given a superbundle we have two Z2-graded structures
on the algebra of differential forms with values in this superbundle where one
is determined by the degree of a homogeneous differential form and the other
originates from the superstructure of a superbundle. Taking the sum of these
two gradings and considering a differential operator of grading one with respect
to this new Z2-graded structure we come to a concept of superconnection. It
should be mentioned that D. Quillen and V. Mathai introduced a concept of su-
perconnection in order to construct a generalized Thom class of a superbundle.
Later M. F. Atiyah and L. Jeffrey [11] applied the formalism of superconnec-
tion to study the geometric structure of a topological quantum field theory on
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a 4-dimensional manifold [15]. They showed that the Lagrangian of topologi-
cal field theory L can be obtained from the differential form of a generalized
Thom class. Let us mention that the differential form of a generalized Thom
class can be expressed in terms of curvature of a superconnection. It follows
from the work of M. F. Atiyah and L. Jeffrey that the formalism of super-
connections is an adequate geometric formalism for a topological field theory
on a 4-dimensional manifold. One of the basic properties of the Lagrangian
of topological field theory is its BRST-supersymmetry Q, i.e. {Q,L} = 0.
Taking into account that Q can be viewed as a differentiation and L is based
on a curvature we may expect that the BRST-supersymmetry of Lagrangian
originates from the Bianchi identity for curvature, and the main goal of the
present thesis is to elaborate a procedure which will show how one can ob-
tain the BRST-supersymmetry starting with the Bianchi identity. In the third
chapter of this thesis we realize this programm and elaborate a geometric pro-
cedure which lead to the BRST-supersymmetry of Lagrangian of topological
field theory. This part of thesis is written on the base of the paper [10].
Let us briefly describe the content of the present thesis. In the first chapter
we remind the definitions of principal fibre bundle, vector bundle and associ-
ated bundle. It is shown that each fibre of a principal fibre bundle is diffeomor-
phic to Lie group. Given a principal fibre bundle and a representation of its
structure group we remind how one can construct the associated vector bundle.
We consider the bundle of frames over a smooth manifold as an example of a
principal fibre bundle and the tangent bundle as an example of an associated
vector bundle. In the first chapter we also briefly describe such notions of the
modern differential geometry as differential forms with values in vector bundle
and their exterior differential, Lie derivative, de Rham complex and its coho-
mologies, equivariant bundle. The second chapter is devoted to the theory of
connections. We give two equivalent definitions of a connection on a principal
fibre bundle where one of them is based on the notion of distribution of a hor-
izontal subspaces of tangent spaces to a principal fibre bundle and the other is
based on the notion of a connection 1-form. We show the relation between a
connection 1-form on a principal fibre bundle and the covariant differential on
the associated vector bundle. In the third chapter we remind the definitions
and terminology of super-objects such as superspace and superalgebra. Then
we describe the concept of a superconnection and making use of the Bianchi
identity for the curvature of a superconnection we elaborate the procedure for
deriving the BRST-supersymmetries of the Lagrangian of a topological field
theory.
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